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Problemos pavyzdys

Swedbank SEB SB
Antanas 5% 2% 5% 50
Leonas 25% 15% 40% 60
Petras 15% 30% 10% 10
100 45 60




Problemos matematinis modelis

(Tiesinio programavimo uzdavinys)

min(0,05a, +0,02a, + 0,054, + 0,25/, + 0,15/, + 0,4/, +0,15p, +0,3p, + 0,1 p,)
(a,+a,+a, =50
[ +1,+1,=60
<pl +p,+p; =10
a,+1,+ p, <100
a,+1,+ p, <45
| a;+1,+ p; <60

a,20,a,20,a,20,/,20,/,20,,=20,p, 20, p, 20, p, 0.
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Optimizavimo uzdavinio matematinis formulavimas

MatematiSkai formuluojant optimizavimo uzdavini turi buti duoti bent du dalykai
— optimizuojamy elementy aibe ir ty elementy gerumo matas.

Matematinis uzdavinio modelis buty: opt 1 (X)
XeD

f(X): D — Y yra gerumo matas, optimizavimo teorijoje vadinamas tikslo funkcija.
D yra optimizuojamy objekty aibe, teorijoje vadinama leistingja sritimi.
opt yra geriausio elemento vertinimo biidas (pvz., pagal min ar max f(X) reikSmge).

Y yra funkcijos reikSmiy aibe.

Funkcijos reikSmiy aibé turi biti bent i§ dalies sutvarkyta: jos elementai turi biiti
palyginami. Jei kuriems nirs elementams palyginimo santykis nenustatytas, jie
laikomi ekvivalentiSkais.
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Optimizavimo uzdavinio matematinis formulavimas

Funkcijos reikSmiy aibé turi buti bent 1§ dalies sutvarkyta — jos elementai turi biti
palyginami. T.y. Aib¢je Y turi buti apibréztas dviejy aibés elementy palyginimo
santykis. Jei kuriems nors elementams palyginimo santykis nenustatytas, jie
laikomi ekvivalentiSkais.

Atvaizdavimas f(X): D — Y aibéje D sukuria atitinkamg palyginimo santyki
kriterijaus f(X) atzvilgiu. Be Sio santykio negalétume iSrinkti geriausio elemento.

i
Taigi formuluojant optimizavimo uZzdavinj Sis reikalavimas yra vianintelis biitinas
formalus reikalavimas. Toliau konkretinant aibes D bei Y ir funkcija f{X) gaunamos
[vairios optimizavimo uzdaviniy rasys.
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Funkcijos optimumas

« Funkcijos optimumu vadinamas toks Xopt, kuriam neegzistuoja X toks, kad AX)

geresnis uZ f(Xopt). T.y. Aibéje D geresniy elementy néra.

. Minimumo paieSkos (arba minimizavimo) uZdavinys yra ekvivalentus
maksimizavimo uzdaviniui su ta pacia tikslo funkcija, tik padauginta 1S -1.
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Aplinka ir atstumas

Atstumas yra funkcija d, tenkinanti salygas:

d(U,V) = 0;

d(U,V) =0 tada ir tik tada, kai U = V; Atstumas teigiamas tik tarp skirtingy tasSky.
d(UV)=d(V,U) ; Atstumas yra simetrinis;
d(UV)<d(UW)+dW,V);, Atstumas tenkina trikampio taisykle.

n

d(X,Z)=2|x,— z]

i=1

n

d,(X,Z)= JZ(X,.— z,)’

i=1

d.(X,Z)= max|x,— z)

1<i<n
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Aplinka ir atstumas

Aibe, kurioje apibréztas atstimas, vadinama metrine erdve.
Metrin¢s erdves elementai vadinami taskais.

Jei aibé D buty nesutvarkyta, ir jei neturétume jokiy Ziniy apie tikslo funkcija, tada
praktiSkai nebiity ymanoma sukurti racionaly optimumo paieSkos algoritma. Pvz.,
apskaiCiavus funkcijos reikSme viename taske nebiity galima pasakyti apie kitas
reikSmes. Likty tik perrinkti visus D elementus — skai¢iuoti juy tikslo funkcijos
reikSmes ir iSrinkti geriausig. Jei elementy daug ar net begalybé — uZzduotis
beviltiska.

Todel nagrinéjams tam tikros leistinyjy sriciy ir tikslo funkcijuy klases. Praktikoje
konkrety matematin; model; padeda suformuluoti Zinios apie uzdavinj.
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Aplinka ir atstumas

Optimizavimo algoritmuose svarbi lokaliojo optimumo, t.y. optimumo tam tikroje
aplinkoje savoka.

Tasko U e-aplinka vadinsime aibg tasky, nenutolusiy nuo U daugiau nei per &:
N (U) = {X: d(UX) <&}

Funkcijos lokuliuoju optimumu vadinamas taSkas U, kuris leistinojoje srityje turi
aplinka tik ne i§ geresniy tasku.

Optimumas visoje leistinojoje srityje vadinamas globaluoju optimumu.

Daugel; uzdaviniy galima iSspresti efektyviais lokaliojo optimumo paieskos
algoritmais. Taciau jei funkcija turi daug lokaliyju optimumuy, tai paprastai sunku
rasti globalyji.
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Optimumo egzistavimas. Ekstremaliy reikSmiy teorema

Ieskant optimumo gera Zinuoti, kad jis egzistuoja.

Aibés D ribiniu tasku vadinamas taSkas X, jei bet kurioje norimai mazoje jo
aplinkoje atsiras taSikas Z # X. T.y. Taskas X néra sankaupos taskas.

Metrinés erdvés poaibis D vadinamas uzdaru, jei kiekvienas jos ribinis taSkas X
priklauso D.

Metrinés erdves Q poaibis D vadinamas apréztu, jei egzistuoja metrin€s erdves
taSkas Z ir teigiamas skaliaras r, tokie, kad bet kuriam X 1§ D galioja d(X,2) < r.
T.y. je1 D telpa 1 koki nors hiperskritulj.

Metrinés erdvés poaibis vadinamas kompaktu, jei jis yra uzdaras ir apréZtas.
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Véjerstraso ekstremaliy reikSmiy teorema

* Reali tolydi funkcija, apibrézta kompakte, tame kompakte jgyja minimalig ir
maksimalig reikSmes.
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Uzdaviniy formulavimo pavyzdziai

StaCiakampio gretasienio tiris.
StaCiakampio gretasienio sieny ploty suma lygi 1. Kokia turéty biiti staciakampio
gretasionio formos déze, kad jos tiiris biity maksimalus?

19



StaCiakampio gretasienio tiiris

e Tuaris:

f(X)=x1x2x3.

* Apribojimai:

D=|X€R :x,20, i=123; 2xx,+2xx+2x,x,=1].
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Netiesiné regresija

Aproksimavimo uzdavinys: eksperimenty rezultatai aproksimuojami funkcija su
nezinomais parametrais.

Parametry reikSmés gaunamos minimizuojant skirtumus tarp eksperimento
rezultaty ir funkcijos reikSmiy.

Teoriniam 1dealiy dujuy atvejui galioja lygtis PV = RT. Kur P — slégis, V' — molinis
turis, T — temperatiira, R — universali dujy konstanta, lygi 82,06.

Tikroveje yra kitaip.
Buvo pasitlyta keletas neidealiy duju désniy, vienas 1S ju — Redliko-Kvongo lygtis
RT a

Y s T T )
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Netiesiné regresija

Lygtyje yra du nezinomi patrametrai — a ir b. P, V, ir T, yra Zinomi 1§ eksperimenty
rezultaty.

Parametrai a ir b randami minimizuojant eksperimenty rezultaty ir teorinio P
skirtumy kvadraty suma y:

: N RT, a
a,b a,b | =1 i Vi_ b \/TZVZ(Vl+b)
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Gaisrininky paskyrimas

Misko gaisras plinta 2 km ruozu 32 m/min greiCiu. Ji galima sustabdyti pastacius
uztvara.

Vienas darbininkas per minutg¢ gali pastatyti 2 m uztvaros.
Darbininko atveZimas | darbo vieta ir atgal kainuoja 20 eu.
Darbo uzmokéstis — 6 eu/val .
Misko 1 km? kaina — 20000 eu.

Kiek reikia darbininky, kad nuostoliai btity minimaliis?
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Gaisrininky paskyrimas

Minimizuosime nuostolius N nuo gesinimo pradzios: N=M + D.

M — sudegusio misko kaina; D — iSmokos darbininkams.

Misko degimo trukme yra 7'=1¢+ /.

[ — darbininky pristatymo i gesinimo vieta laikas, ¢ — gaisro gesinimo trukmé.

Per laika 7" sudegs 640007 m* miSko. Nuostoliai sudarys:

20000
1000000

M = 64000(¢+1) = 1280(¢+1).

Tarkime, gaisra gesins x darbininky. Vieno darbininko darbo kaina yra

60

20 + 6Lt).
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Gaisrininky paskyrimas

Tuomet x darbininky darbas kainuos

D =x|20 + 6it) = x(20 +0,1¢).

60

Nuostolio funkcija bus

y =1280(¢+/) + x(20+0,1¢).

Yra lygybinis apribojimas — per laik1 t darbininkai turi pastatyti 2000 m uztvara:

2tx = 2000.
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Gaisrininky paskyrimas

* Apribojima, kartu ir neZinoma kintamaji ¢, galima eliminuoti, ji 1Sreiske per x:

2000 1000
[ = =
2x X

* IS ¢ia iSplaukia:

+ 20x + 100 + 1280/

1000 +1) + x(20+0,1 1000) _ 1280000

=12
4 80 X X X

* Gavome minimizavimo uzdavinj su sveikuoju kintamuoju:

miny = min 1280000 + 20x + 100 + 12801/ ;.

X X X
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Biitinos optimumo sglygos

Biitina optimumo salyga yra salyga, kuri visada galioja, jei taSke yra optimumas.

Lokaliojo minimumo salygos idéja: visomis galimomis kryptimis i§ optimumo
tasko funkcija nemaz¢ja.

Konstruojant optimizavimo metodus ir jrodant ty metody bei optimumy savybes
funkcijos daznai aproksimuojamos Teilogo daugianatiais.

Teiloro teorema. Jei funkcija A(X) yra n+1 karta tolydZiai diferencijuojama tasSko X
aplinkoje N (X) = {Z: d(X,Z) < &}, tada kiekviename tos aplinkos taske Z ja galima

18reiksti Teiloro skleidiniu:

Z Z L )z Ol - x

I
6x11 6x Ly

n+1)
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Biitinos optimumo sglygos

IS teoremos matome, kad visada atsiras pakankamai maza tasko X aplinka, kurioje
funkcija f(X) galima norimu tikslumu aproksimuoti n-o0jo laipsnio daugianariu.

Tai iSplaukia 1§ visy Teilogo skleidinio nariy tolydumo ir 1§ to, kad liekamasia
narys yra aukStesnio laipsnio ir mazindami ¢, paklaida galime pafdaryti norimai
maza.

Apibrézimas. Diferencijuojamos funkcijos f: R* — R gradienta (daliniy iSvestiniy
taSke X vektoriy) pazyméekime Vf(X).

Gradientas?
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Biitinos optimumo sglygos

* Viena arba du kartus tolydziai diferencijuojamy funkcijy pirmosios ar antrosios
eilées Teiloro skleidiniai taSke Z = X + A p vektorine forma atitinkamai uzraSomi

taip:
F(Z2)= f(Xx+1p)= F(X)+ AV £ (X)p" + O[3

F(2)= £(X)+ 2V 7 (X)p" + 2 pH(x)p" + 0[i

2),

o).

Cia A — skaliaras, p — n-matis vektorius, 7'— transponavimo Zenklas, H — hesianas.
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Biitinos optimumo sglygos

* Jei funkcija yra tolydziai diferencijuojama, tai kryptiné iSvestiné kryptimi p

df(X)_Ei%f<X+hp)_f(X)

dp h

yra lygi VYAX)p’, ¢ia p yra vienetinis krypties vektorius. Tai tiesiogiai iSplaukia i$
Teiloro teoremos pirmosios eilés Teiloro skleidiniui.

* Apibrézimas. Taske X 1§ D vektorius p vadinamas leistingja kryptimi, jei
egzistuoja toks p>0, kad X-+Ap priklauso D visiems 0 <A <p.

* T.y. leistinoji kryptis yra kryptis, nevedanti uz leistinuosios srities riby bent jau
taSko X aplinkoje.
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Biitinos optimumo sglygos

* Teorema. Jei taSke X* 1§ D yra lokalusis minimumas, sritis D 1Skila, o funkcija f
tolydZiai diferencijuojama, tai kryptinés iSvestinés visomis taSke X* leistinomis
kryptimis p yra neneigiamos:

Vr5ix)p =o.
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Biitinos optimumo sglygos

Kagangi sritis iSkila, kiekvieng lokaliojo minimumo tasko X* aplinkos taska X
galime sujungti su tasku X* leistingja kryptimi p, kurios visoje atkarpoje [X; X*]
tenkinama nelygybe¢

A2) > fiX*), X< Z < X*.

IS Teiloro teoremos turime:

f(z)= f<X+xp>= X>+Wf< X )p"+oW|pl) =
+x[ V(X)) p + o0l

* Kadangi iSvestinés tolydZiai diferencijuojamos, nelygybé

X+ )= £(X) =2V s ()07 + 0(]pl)] 0
galioja bet kokiems maziems A tikjei 'V £( X *) pT = 0.
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Biitinos optimumo sglygos

Kai uzdavinys neturi apribojimy, butina optimumo salyga \/ 7 X*) pT > ()
turi galioti visomis kryptimis. Tai gali biiti tik jei VvV f( X*) —0.

Apibrézimas. TaSkai, kurtuose gradientas yra nulinis, vadinami stacionariaisiais.

Salyga V f ( X *) = () vadinama pirmosios eilés biitina optimumo salyga.

Pirmosios eilés optimumo salyga yra tik biitina, bet ne pakankama minimumo
salyga ir gali buti tenkinama tiek minimumo, tieck maksimumo, tiek balno taske.

Noredami nustatyti optimumo tipa, remsimes antrosios eilés iSvestinémis, kuriy
matricy savybés pasako apie tikslo funkcijos 1Skiluma ar jgaubtuma.
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Biitinos optimumo sglygos

* Tarkime, kad funkcija f yra dukart tolydziai diferencijuojama funkcija, t. y. Turi
tolydziy antujuy i1Svestiniy matrica H(X). Tada funkcija galime skleisti antrosios
eileés Teiloro daugianariu:

2

FX)= 71X +hp) = (X)) + 2V (X)) + 2 pr(X) " + 0[] plf ).

* IS nelygybés f(X* +Ap)— f(X*) =0 iSplaukia:

Vs5ilx)=o0.

T

i VA(X)=0, tai pH(X )p' >0.
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Antrosios eilés butinos minimumo salygos

* Teorema. Jei taSke X* 1S D yra lokalusis minimumas, sritis D 18kila, o funkcija f
dukart tolydziai diferencijuojama, tai visoms taske X* leistinomis kryptimis p
galioja biitinos minimumo salygos:

Vs5ilx)=o0.

i VfA(X)=0, ai pH(X )p' =0.

* Prisiminsime, kad jei bet kuriems vektoriams X galioja XAX” > 0, tai kvadratiné
forma ir atitinkama kvadratiné matrica 4 vadinamos teigiamai apibréZztomis.

* Jei néra apribojimuy, tai iS Sios teorémos tiesiogiai i1Splaukia kita teorema.
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Antrosios eilés butinos minimumo salygos

* Teorema. Jei taske X* 1§ R” yra lokalusis minimumas, o funkcija f dukart tolydziai
diferencijuojama, tai taske X* galioja Sios butinos minimumo antrosios eilés

salygos:

Vs5ilx)=o0.

Hesianas H(X*) yra neneigiamai apibréztas
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Pakankamos optimumo salygos

* Pakankamosiomis vadinamos tos salygos, 1S kuriy 1Splaukia optimumo
egzistavimas duotame taske.

* Teorema. Tarkime, kad funkcija f dukart tolydZziai diferencijuojama. Jei taSke X* 18
R" tenkinamos Sios antrosios eilés pakankamos minimumo salygos:

Vsilx)=o.

Hesianas yra teigiamai apibréZtas.

tai taSke X* yra lokalusis minimumas.
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Pakankamos optimumo salygos

* Irodymas. Kadangi \/ f ( X*) — (), antrosios eiles Teiloro daugianary perraSome
taip:

fIX)=f(X +hp)=f(X)+N %pH(X*)pT + 0(%||p||3)]-

« pH(X*)p" > 0, todél kiekvienam p atsiras toks A , kad visiems A 1§ intervalo (0; A ]
galios nelygybe f(X) > f(X*).

* Parodéme, kad galiojant teoremos salygoms egzistuoja tasko X* aplinka, kurioje

JX) > AXF).
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Pavyzdys. Kopeciy ilgis

* Kopecios turi remtis | sieng, grindis ir | a X b dydZio dé¢zés briauna. Optimizavimo
tikslas rasti tok] kampa x, kad kopeciy ilgis y biity maziausias.
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Optimizavimo algoritmuy sustojimo salygos

« Optimizavimo algoritmas generuoja tasky seka {X } taip, kad sekos ribiniai taskai
artéty prie optimumuy.

* Lokaliojo, o kartais ir globaliojo optimumo paieSkos algoritmams reikia nurodyti
pradinj taska X bei sustojimo salygu parametrus.

* DaZniausiai naudojami sustojimo salygos: pagal gradiento norma, pagal tikslo
funkcijos reikSmes, pagal argumento reikSmes:

[Vrsixd<e.

Algoritmo generuojama seka gali nepasiekti pakankamai mazos gradiento normos arba
funkcija gali biiti nediferencijuojama. Be to, jei tikslo funkcijos pavirSios turi grioviy,
tai algoritmas gali Sokinéti apie optimuma mazais Zingsneliais. Todél tikslinga stabdyti
algoritma, kai tikslo funkcijos arba argumento reikSmeés per iteracija mazai pakinta:

‘f(Xk> - f(Xk—1)|< €.

[ = Xi[<e. 10



Optimizavimo uzdaviniy klasifikacija

Klasifikacija néra formalus dalykas. Kiekvienai klasei sukurti specifiniai sprendimo
metodai pagal tos klases savybes.

Klasifikuojama pagal tikslo funkcija / apribojimus bei argumentus.

Tiesinis programavimas: tikslo funkcija ir apribojimai yra tiesiniai.

Netiesinis programavimas: tikslo funkcija ar apribojimai yra netiesiniai.
ISkilusis programavimas: tikslo funkcija ir leistinoji kintamuyjuy sritis yra iSkilos.
Diskretus programavimas: kintamuyjy aib¢ yra diskreti.

Sveikaskaitis programavimas: argumentai yra sveikieji skaiciai.

Bulinis programavimas: kintamieji jgyja reikSmes O arba 1.
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Optimizavimo uzdaviniy klasifikacija

* Atsizvelgiant ir 1 tikslo funkcija 1ir, 1 apribojimus, optimizavimo uzdaviniai
skirstomi 1 lokaliojo optimizavimo (vienackstremius) ir globaliojo optimizavimo
(daugiaekstremius) uzdavinius.
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Optimizavimo metody palyginimas

Universaliy optimizavimo metody néra!

Kiekvienas metodas turi savo stiprigsias ir silpngsias puses. Net ir tobuliausiam
metodui galima sukurti specialy uzdavinj, kurio metodas «nejkas.

Metody palyginimo rezultatai gali priklausyti nuo to
kaip metodas suprogramuotas;

kokios sustojimo salygos;

kokios metodo specifiniy parametry reikSmes;

kaip parinktas pradinis taskas;

koks parinktas pradinis Zingsnio 1lgis.
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Optimizavimo metody palyginimas

Pagrindiniais lyginimo Kriterijais laikytini Sie:
tam tikros uzdaviniy klasés optimumo radimo sékme;
tikslo funkcijos reikSmiy skaic¢iavimy skaicius;

programos atlikimo trukme;

Reikia atkreipti démesj i tai, kad programa gali «jstrigti» dar nepasiekus optimumo,
kai tikslo funkcija netenkina prielaidy, kuriomis pagristas metodas, o
programuotojai tokiy avariniy atvejy nemumate.
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Optimizavimo metody palyginimas

Optimumo radimo s¢kmé yra glaudZiai susijusi su sprendinio tikslumu.
Vienos uzdaviniy klasés tikslumas gali biiti nepriimtinas kitai uzdaviniy klasei.

Pvz., lokaliesiems metodams, kuriais sprendZiami vienaekstremiai uzdaviniai,
keliami auksti tikslumo reikalavimai. Tuo tarpu spresdami globaliojo optimizavimo
uzdavinius su daugelio kintamyjy ir sudétinga tikslo funkcija esame priversti
tenkintis apytiksliais sprendiniais.
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Optimizavimo metody palyginimas

Tikslumas matuojamas surasto optimalaus tasko X atstumu tuo tikrojo optimalaus

tasko X*, arba TF reikSmiy skirtumu:

AX=|x, - X

, Af=fx,)-fx).
Tikslumo matas parenkamas atsizvalgiant { TF pobiidi.

Jei optimumo aplinkoje TF kinta nedaug, racionalu vartoti matg AX.

Matas AX paplitegs uzdaviniuose, kai lokalusis optimumas yra labai toli nuo
globaliojo optimumo, tuo tarpu atitinkamos TF reikSmés mazai skiriasi.

Jei uzdavinys sprendziamas norimu tikslumu &, metodo efektyvumo kriterijjumi
1prasta laikyti TF skai¢iuojamy reikSmiy skaiciy.

Sis matas pasiteisina, kai apskaiGiuoti TF reik§me duotajame taske yra brangu,
reikia daug skai¢iavimo laiko.
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Optimizavimo metody palyginimas

Jei metodas yra skirtas optimizuoti greitai skaiCiuojamas funkcijas, tada kaip
lyginimo kriterijus naudojamas skaiCiavimo laikas. Taikant sudétingus
optimizavimo metodus, skai¢iavimo laika lemia pats metodas, tad skai¢iavimo
laikas gerai atspinti tikragja metodo verte.

Naudojant skirtingy charaktarsitiky kompiuterius, reikia i tai atsizvalgti, vertinant
optimizavimo metody tyrimo rezultatus. Be to, skai¢iavimo laika dar lemia
programavimo kulttra ir stilius.

Efektyvumas priklauso ir nuo jvairiausiy i§ anksto parenkamuy parametry, kuriy
apstu daugelyje metody. Parametry parinkimas savaime tampa atskiru
optimizavimo uzdaviniu.

Be to, labai didelé¢ yra ir testiniy uzdaviniy parinkimo jtaka.
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Optimizavimo metody palyginimas. Testiniai uzdaviniai

Testiniy uzdaviniy pobidis turéty biiti kuo artimesnis praktiniams uzdaviniams,
taCiau pageidautina, kad jie bty sprendziami sparciai — eksperimentuojant, juos
tenka spresti daug kartuy.

Testiniuoje uzdaviniuose stengiamasi koncentruoti spendimo metodui neparankias
savybes ir sunkumus:

- lokaliesiems metodams parenkamitestiniai uzdaviniai su grioviais funkcijos
reikSmiy pavirSiuje

> globaliesiems — su daugeliu minimumuy, daugeliy kintamyjy.
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Optimizavimo metody palyginimas. Testiniai uzdaviniai

* Tiriant lokaliuosius metodus kaip testin¢ funkcija daZznai naudojama Rozenbroko
funkcija, kuruos pavirsius yra lenktas griovys.

f(X)= n 1[100()@.+1 -V +H(1-x)], XeR"

i
1

i
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Optimizavimo metody palyginimas.

Dviejuy kintamyjy Bilo funkcija

f(x,, x,)=(a—x,+ xlxz)2 +(b—x+ xlxg)2 + (¢ — x, + xlxz)

150000~ |
100000~

50000~

2

51



Optimizavimo metody palyginimas.

Dviejuy kintamyjy Buto funkcija

f(xp xz) = (au X+ alzxz_b1)2 + <az1 X, + a22x2—b2)2
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Optimizavimo metody palyginimas.

Dviejuy kintamyjy Matyaso funkcija

f(xl’ xz) = a<xf + xi) —bx x,
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Optimizavimo metody palyginimas.

Kupranugario funkcija

6

X
flx,, x,)=2x: — 1,05x, + €1+ X, X, + X

T ke unnp Cam el Funchon
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Optimizavimo metody palyginimas. Testiniai uzdaviniai

* Tiriant globaliuosius optimizavimo metodus kaip testin¢ funkcija daznai naudojama
daugiaekstremé Rastrigino funkcija:

f(X)=10n + Zn:(xlz —10cos(2myx,)), X €R"

i=1
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Globalusis optimizavimas. Daugiaekstremiai uzdaviniai

* Dvieju kintamuyju Rastrigino funkcija:

f(x,,x,) =20+ x: + x; — 10cos(2mx,) — 10cos (2T x,).




Optimizavimo metody palyginimas. Testiniai uzdaviniai globaliesiems metodams

Isomo funkcija:

_(x1 - “)2 - (xz - “)2

f(x,,x,) =—cosx,cosx,e

o7



Optimizavimo metody palyginimas. Testiniai uzZdaviniai globaliesiems metodams

Himelblau funkcija:

f(xl,xz) = (xf + X, — 11)2 + (xl + xi_ 7)2-

200

]
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Daugelio kintamyjy funkcijy optimizavimo (be apribojimy) metody palyginimas.

ol

© X oW

Kursinio darbo planas ( ~25 psl.)

[vadas (problema, problemos aktualumas, istoriné/bibliografiné apzvalga).
Metodas X. Metodas Y. ApraSymas. Privalumai. Trilkumai. Schema.
Testiné funkcija (R*ir R"). ApraSymas, grafikas.

Eksperimenty serijos (testavimo plano) apraSymas: tikslumas (107, 10* 10%),
tikslumo matai (AX, Af) ir sustojimo salygos, metody parametry ir pradiniy tasky
parinkimas.

SkaiCiavimy rezultatai (lentelés, vizalizavimas).
Rezultaty analizé ir i1Svados.
Literatira.

Priedai.
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Daugelio kintamyjy funkcijy optimizavimo metodai

Negradientiniai metodai
Simplekso / Nelderio-Mido metodas
Koordinatinés paieSkos metodas
Huko-Dzivso paieSkos metodas
Pauelo jungtiniy kryp¢iy metodas
Gradientiniai nusileidimo metodai
Greiciausio nusileidimo metodas
Niutono metodas
Broideno metodas
Devidono-Fletéerio-Pauelo (DFP) metodas
Broideno—Fletéerio-Goldfarbo—Sano (BFGS) metodas

(D)
(2)
3)
4)

()
(6)
(7)
(8)
)
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Vieno kintamojo funkcijy optimizavimas. UZdaviniy savybés

Nagrineésime vieno kintamojo f(x): R — R tolydziy funkcijy optimizavima.
Vienmat¢ paieSka — neatsiejama daugelio kintamyjy funkcijuy optimizavimo metodu
sudedamoji dalis.

MonotoniSkumas. Jei bet kuriems X < X i§ srities D galioja fAX ) > f(X), tai
funkcyja yra monotoniskai maziejanti, o jei AX) < AX), tai funkcija yra

monotoniskai didéjanti srityje D.

Unimodali funkcija. Funkcija yra unimodali atkarpoje tada ir tik tada, jei ji
monotoniSka abipus vienintelio Siame intervale optimumo tasko.
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Vieno kintamojo funkcijos optimumo identifikavimas

* Tarkime, vieno kintamiojop funkcija f(x) yra apibréZta intervale (a, b) ir Siame
intervale n+1 karta diferencijuojama.

e Jeta<x*<bira <x*+e<b,tuomet pagal Teiloro teorema taske x* + ¢ funkcija
galime 1Sskleisti Teiloro skleidiniu:

2 n
&

FOT )= f) +ef () + P00+t ) + 0, (),

kur O  (¢) — skleidinio paklaida, proporcinga ¢""'; mazindami ¢, galime kiek norime

sumazinti paklaida.
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Vieno kintamojo funkcijos optimumo identifikavimas

Jei x* yra lokaliojo minimumo taskas intervale (a, b), tada turi egzistuoti tam tikra
taSko x* e-aplinka, kuruios visiems taskams x* — & <x <x™ + ¢ galioja f(x) > f(x™*).
IS ¢ia 1Splaukia, jog

2 n

fT e = f)=ef () + P00+t = )+ 0, () > 0

Jei ¢ mazas, didZiausia jtaka turi pirmasis narys. ¢ gali biiti ir teigiamas, ir
neigiamas, todé¢l nelygybe bus tenkinama tik kai f'(x*) = 0.
Analogiskai mastant nesunku jsitikinti, kad nelygybé bus teisinga tik kai /®(x*)>0.

Teorema.

Biitina salyga, kad x* bty lokaliojo minimumo taskas:  f'(x*) = 0; £ “(x*) > 0.
Biitina salyga, kad x* biity lokaliojo maksimumo taskas: f'(x*)=0; f?(x*) < 0.
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Vieno kintamojo funkcijos optimumo identifikavimas.
Pakankamos ekstremumo egzistavimo salygos

Jei funkcija f{x) yra dukart diferencijuojama taske x* ir £'(x*) = 0; fP(x*) > 0, tai
taSke x* funkcija turi lokaluj; minimuma.

Jei funkcija f{x) yra dukart diferencijuojama taske x* ir f'(x*) = 0; f @(x*) < 0, tai
taske x* funkcija turi lokaluji maksimuma.

Tarkime, kad f{x) yra n karty diferencijuojama taske x* . Tegu f “(x*) = 0, kai k =
1, ...n-1, 0 f™(x*) # 0. Jei n yra lyginis, tai f{x) taSke x* turi minimuma, jei /' "(x*)
> (0, arba maksimuma, jei f*(x*) < 0. Jei n yra nelyginis — ekstremumo néra.
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Vieno kintamojo funkcijos optimumo identifikavimas

Kaip rasti vieno kintamojo funkcijos globalyji minimuma paprasciausiu budu?

Sprendziamas uZdavinys

Randame visus kritinius taskus atkarpoje [a, b]: {x }.

ApskaiCiuojame {f(x )}, fla), Ab).
Globalyji minimuma atitiks min{{f{x )}, fla), f(b)}.

Pavyzdys. Rasti funkcijy minimumus srytyje D = {x: -2 <x <4}
f(x)=—x3-|—3x2-|—9x-|— 10
g(x)=x"+32x-3
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Interpoliaciniai optimizavimo algoritmai

Siuose algoritmuose nauji bandymo taskai randami taikant tikslo funkcijos
ekstrapoliacija ir interpoliacija. Funkcija aproksimuojama daugianariu, ir kaip
naujas taskas imamas to daugianario minimumo taskas.

Deviso-Sveno-Kempi algoritmas
Pauelo algoritmas

Kvadratin¢ interpoliacija su iSvestinémis

Vieno kintamojo funkcijos minimizavimas daznai buna pagalbinis veiskmas
daugelio kintamyju funkcijos minimizavimo algoritmuose. Pastaruosiuose daznai
naudojamos iSvestinés. Todél ir vienmaciame algoritme tikslinga panaudoti jau
turima 1Svestinés pagal krypti reikSme.
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Deviso-Sveno-Kempi algoritmas (Davies-Swann-Campey)

Taikomas Sveno metodas minimumo tasko intervalui [X ; X ] nustatyti.

Prie trijy paskutiniy Sveno metodo sekos taskuy X,X
(tarp X 1rX ).

X pridedamas trecias
n+2

n+1’

IS keturiy vienodais atstumais 1Sdeéstyty tasky atmetamas vienas 1S kraStiniy, kuris
yra toliau nuo X, atitinkanc¢io maziausia rasta funkcijos reikSme.

Pagal tris atrinktus taskus, tikslo funkcija aproskimuojame parabole.

Sprendin; patikslinti galima sumazinus Sveno metodo Zingsni ir startuojant i§ 4
zingsnyje rasto artinio. Algoritma tikslinga stabdyti, kai tikslo funkcijos arba
argumento reikSmes per iteracija mazai pakinta.

(X)) = fX )<

X — X, |<e.
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Pauelo algoritmas

Atliekama kvadratiné aproksimacija pagal tris nebitinai vienodai vienas nuo kito
nutolusius taskus, kutie gaunami pradzioje padarius bandamuosius Zingsnius 18§
pradinio tasko.

Algoritmui duodamas pradinis taskas, pradinis zingsnis AX ir tikslumas.
. Pagal pradinj taska X skai¢iuojame X, = X + AX.
. Imame dar viena taSka X, funkcijos maz¢jimo kryptimi (Zingsnis AX).

. Pagal tris atrinktus taskus, tikslo funkcija aproskimuojame parabole. Surandame
aproksimuojancios parabolés stacionariijj taska:

b 1= X FX)HXG=X) f (X)X - X5) £ (X5)
2 (Xz_X3)f<X1>+<X3_X1>f<X2)+<X1_X2>f<X3)

. PaieSka baigiama, jel parabolés vurSunés taskas nuo nors 1§ X, X, X, nenutoles
daugiau nei duotas tikslumas pagal argumenta.

. PrieSingu atvéju 1S tasky, negretimy minimumo taSkui, iSmetamas didZiausios
funkcijos reikSmes taskas.

. Toliau vykdomas 3 Zingsnis.
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Pauelo algoritmas

Skaitiniai eksperimentai parode, kad DSK ir Pauelo algoritmuy junginys yra
efektyvesnis uz DSK.

Pradzioje atlickami 1-5 DSK zingsniai ir Pauelo algoritmo sustojimo salygu
tikrinimas, toliau kartojami Pauelo algoritmo 3 Zingsnis ir sustojimo salygu
tikrinimas.

Pauelo interpoliacijos kartojimas yra efektyvesnis uz DSK kartojima, nes taikant
Pauelo algoritma interpoliaciniai taSkai neturi buti vienodai nutole, todél
panaudojami ankstesnése iteracijose gauti taskai.
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Kvadratiné interpoliacija su iSvestinémis

Vieno kintamojo funkcijos minimizavimas daznai buna pagalbinis veiksmas
daugelio kintamyjuy funkcijos minimizavimo algoritmuose.

Daugelio kintamyjy funkcijos minimizavimo algoritmuose daZnai naudojamos
1Svestinés — nusileidZiama antigradiento kryptimi, ar kita kryptimi, gauta naudojant
gradienta.

Todel ir vienmaciame algoritme tikslinga panaudoti jau turima iSvestinés pagal
krypti reikSme.
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Kvadratiné interpoliacija su iSvestinémis

o Tarkime, pradiniame taske x turime funkcijos ir jos iSvestings reikSmes flx ) ir
fi(x). Taip pat taske x turime funkcijos reikSm¢ f(x ). Rasime funkcijos f(x)
aproksimacijos y(x) = a x* + b x + ¢ minimumo taska x*.

* Turime triju lygc€iu sistema su trimis neZinomaisiaias:

(x,)= axi+bx, +c
I 1 1

2
(x,)= ax;+bx, +c
"(x,)= 2ax,+b
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7
f(x) := x +sin(2x) + 1

Kvadratiné interpoliacija su iSvestinémis

&= 001 hix):= |1 if x>0
df (x) := 2-x+ 2:c0s(2-x) 0 otherwise
121
A 101 ,
\ il /
N /
{ B
(x) \ 6] /
\ Vs
‘t\ 4 /f'
hY 2r
“ L~
L "“"\—d“-" L
_ 2 0 IZ
—0.515
R =1 0408
10.001

R =

X1« -1
X2 0
A« |x1-x2
while A > €
1« f(x1)
2 « f(x2)
td « df(x1)
fd-(x1 - x2) - (f1 - 12)

2
(x1 - x2)

a<—

3
« fd-(x1 — x2)" + 2-x1-[fl1 — £2 - fd-(x1 — x2)]
7
(x1 - x2)°

b

-b
2a

x1 < x2-h(fl - £2) + x1-h(f2 - f1)

XM <—

X2 < Xm

A« |x1 — x2|
Cxm

f(xm)
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7
f(x) := x +sin(2x) + 1

Kvadratiné interpoliacija su iSvestinémis

1 f x>0

0 otherwise

= 001
df(x) := 2:x+ 2:c0s(2:x)
121
A 101
\ I
A
f(x) "-.k 61
Y v
Y 4 s
ot ,f/
J'IJ'
L "“"\—d“-" L
- 2 0 IZ
—0.515
R =1 0408
~0.001

x]l « -1
X2« 0
Aex1-x2
while |A| > €
Af « f(x1) - f(x2)
td « df(x1)
A

Xm <« x1 —

2(1 AL
fd-A

Xl x2 if Af =0

X2 ¢« Xm

A« x1-x2
Cxm
f(xm)

lal

|
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Kvadratiné interpoliacija su iSvestinémis

2
f(x) = x +sm(2x) + 1

= 0.01
df (x) = 2-x+ 2-cos(2-x)
121
\ 10T
\ I
\
f L
(x) \'\ 6 ;
\ S
\\ 4 //
kY 2
\ L~
L ".‘-\_d-‘-‘-r L
2 0 2
(—0515}
R2 = |[ 0.408 I
\ 0.001 )

Xl « -1

X2« 0

td « df(x1)

A x1-x2

while [A| >

Af « f(x1) - f(x2)
A

z[l_ﬂj
CfdA

x] « x2

fd « df(x1)

Xm < x1 —

if Af >0

X2 < Xm

A x1-x2

S xm
f(xm)
\lal )
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Laboratorinis darbas 2.

Empiriniai duomenys {x } (pvz., grazos)

Hipotetinis pasiskirstymo désnis F(x,0).

> O — désnio parametry vektorius.

Ei(t.v)
F(t)

=10

T

10
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Laboratorinis darbas 2.

o Jei imtyje {x } yra n elementy ir N(x) — imties elementy, mazesniy uz x, skaicius,

tai empiriné pasiskirstymo funkcija

P =N =LY Hix -

n N =1

* Empiriné pasiskirstymo funkcija galima skaiciuoti poziciniy statistiky pagalba

(
0, XS X,
A k
F,(x)= P k) < XS Xy
1, X > X,
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epf(t,.U) =

U « sort(U)
0 f t=Up

Laboratorinis darbas 2.

1 'i.f t = L-I-ﬂ“"__' ﬂ:]—]_

otherwise

k
Z

rows( L)

for kel rows(U) -2

Uk <t < Ukoy

E(t,X) =

Du algoritmai empirinei pasiskirstymo funkcijai skai€iuoti

0 i t =Xy

I i t > Xegws(X)—1
otherwise

nmin <« 0

nmax < rows () — 1
while nmax — nmin > 1

n < round | — |
1 |

nmax «—n i t = Xy

nmin <—n i t > Xy

mmnax

rows (%)
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Maksimalaus tikétinumo metodas

* Tikétinumo funkcija

S

L(O)= f(xk’®);

k=1

kur f(x,0) — hipotetinio désnio tankio funkcija.

* Logaritminé suvidurkinta tikétinumo funkcija

w(0) =lzn:1nf(xk,@).

N =1

* Maksimalaus tikétinumo jverciai

A

0

0 = argmin[—W(@)].
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Daugelio kintamyjy funkcijy optimizavimas be apribojimy

Nagrinesime daugelio kintamuyju funkcijy f: R — R minimizavimo be apribojimy

uzdavinius:
min f (X )
XeRr

kur X yra n kintamuyjy vektorius.

Praktiniai uzdaviniai paprastai turi apribota leistingja sritj. Taciau uzdaviniy su
apribojimais sprendimo metodai arba grindZiami optimizavimo be apribojimo
metody 1déjomis, arba tie metodai tiesiogiai naudojami.

79



Daugelio kintamyjy funkcijy optimizavimas be apribojimy

Ekstremumus galima ieSkoti, kei¢iant minimizavimo uzdavinj sistemos grad f{(X)=0
sprendimu. Taip randami funkcijos stacionarieji taskai kurie gali biiti min, max arba
balno taskais.

Gerai, jel sistema pavyksta 1Sspresti analiziSkai, taCiau daznai Sig sistema iSspresti
n¢ kiek ne lengviau nei tiesiogini minimizavimo uzdavini (pvz., Himelblau
funkcija)
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Daugelio kintamyjy funkcijy optimizavimas be apribojimy

* Taigi, minimizavimo uzdavinj ne visada pavyksta pakeisti lygCiy sistemos

grad f{(X)= 0 sprendimu, todél sukurta ivairiy minimizavimo be apribojimy metody.

* Nagrinésime S1uos optimizavinmo metodus:
1. Negradientinius metodus, grindziamus tik TF reikSmiy skai¢iavimu.
2. Nusileidimo metodus, kuriuose naudojamos iSvestings.
> Gradientinial metodai, kuriuose naudojamos TF pirmosios eilés iSvestings;

> Antrosios eilés metodai, kuriuose naudojamos TF pirmyjy ir antryjy iSvestiniy
reikSmes.

* Idealaus metodo néra. Tode¢l pagal situacija ir galimybes pasirenkamas vienas 18
galimy metody, viena 1§ tinkamy turimy programuy.
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Negradientiniai metodai

Pagristi Siomis prielaidomis:

> f(X) tolydi;

> 18vestines gali ir neegzistuoti, nei jy reikSmes skaiciavimuose nenaudojamos.
Siais metodais randami lokalieji optimumai.

Nagrinésime metodus

> Simplekso metodas (nepainioti su tiesinio programavimo simplekso metodu!);
~ Koordinatinés paieskos metodas;

> Huko-Dzivso metodas;

> Pauelo jungtiniy krypc¢iy metodas.
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Simplekso metodas

n-mateéje erdvéje konstruojamas simpleksas, kuris, vykstant skaiCiavimams,
,vartomas. Simpleksas yra trikampio apibendrinimas — tai n-matis iSkilas
daugiakampis su n+1 tiesiSkai nepriklausoma virSune.

Simpleksas vadinamas taisyklingu, jei virStinés vienodai nutolusios viena nuo kitos.

Vykdant algoritmo skaiCiavimus, konstruojamas naujas simpleksas — viena i$
virSuniy perkeliama 1 nauja vieta. Naujoji virSné yra ant tiesés, nubréZtos per
likusiy virSuniy svorio centra. Ji tiek pat nutolusi nuo svorio centro, kaip iki
perkelimo, tik { prieSinga pusg.
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Simplekso metodo algoritmas

Sudaromas pradinis simpleksas. Jo virSunése apskaiiuojamos f(X) reikSmes.
Simplekso dydj regulioja parametas o.

Randama didziausia f(X) reikSme ir jq atitinkanti virStné.

Si vir§iné perstumiama tiese, nubréZta per likuliy virsiiniy svorio centra, ir tampa
nauja simplekso virSine. Taip kiekvienoje iteracijoje panaikinama simplekso
virsiune su didZiausia funkcijos reikSme.

2-3 Zingsniai kartojami tol, kol simpleksas neuzdengs minimumo tasko arba
neprasidés ciklinis Sokinéjimas tarp dvieju ar daugiau simpleksy.
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Simplekso metodo algoritmas

 Zingsniy kartojimo ciklas gali biiti nutraukiamas pagal kuriq nors i$ trijy salygu:

1) Naujoje virSun¢je funkcijos reikSme didesné nei kitose virSiinese. Taip gali atsitikti
kai minimumo tasSkas uzdengtas simpleksu arba kai simpleksas yra siauro griovio
dugne. Tada toliau Zengiama 1§ virSiines, kurio pagal funkcijos dydi yra antra.

2) Ciklinis jud¢jimas. Jei kuri nors simplekso virSuné neiSmetama per daugiau nei M
iteracijy, M = [1,65 n + 0,05 n*], butina sumazinti simplekso dydj. Naujo simplekso
bazinis taSkas parenkamas ten, kur senajame buvo maziausia f(X) reikSme.
Kiekviena naujojo simplekso krastiné sutrumpinama: o =K a , K <1.

3) Parenkamos sustojimo salygos. SkaiCiavimai baigiami, kai:

> simpleksas tampa mazas;
> funkcijos reikSmes simplekso virSiinése tampa panasios;

> virSijamas leistinas funkcijos reikSmiy skaic¢iavimy kiekis.

* Pagal §j algoritma atlickami dvieju tipy skai€iavimai:
1. Taisyklingojo simplekso sudarymas pagal duota bazinj taska ir masteli a.
2. Nauyjos simplekso virSunes skaiciavimai.
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Simplekso sudarymas

Duotas bazinis taskas X = (x x,,) Ir koeficientas a.

01° 2

Kitos taisyklingo simplekso virStines skai¢iuojamos taip:

(

\/n-|—1+n—1
Yo w2
i vn + 1

— 1 L
xoj-l— n\/E o, J=1

J#1

Parinkus a=1, simplekso krastin¢ bty lygi 1.

a parenkamas eksperimentiskai.
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Naujos virSuinés skaiCiavimas

Jei atmetame X.,n vir§tniy svorio centras lygus:
n
1
Xc - Z Xi'
M i-o
i# ]

Per taskus X ir X nubréZtos tiesés lygtis:

X=X +h(X.-X)).

Taigi nauja simplekso virStine

X=—X,+2X,.
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Simplekso algoritmo savybés

Paprastas.

Nedaug valdymo parametry:
> mastelio koeficientas q;
> simplekso mazinimo daugiklis K;
~ skaiCiavimo pabaigos parametrai.

Algoritmas efektyvus net kai TF reikSmeés skaiCiuojamos su didelémis paklaidomis.

Reikia nedaug kompiuterinés atminties — tik n(n+2) dydzio masyvo.
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Simplekso algoritmo trikumai

Koeficientas o bendras visoms simplekso kraStinéms. Trikumas Salinamas taip
normuojant kintamuosius, kad suvienodéty funkcijos kitimas visomis kryptimis.

Létas, nes nejvertinami ankstesniai Zingsniais gauti rezultatai.

Gali labai sumazéti a. Pvz., kai simpleksas apeina «kalna», arba praeina siaura
griovi.
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Nelderio ir Mido metodas [ND]

* Siekdami iSvengti dalies simplekso metodo problemy, Nelderis ir Midas (1965 m.)
pasitilée simplekso metodo modifikacijg su netaisyklingu deformuojamu simpleksu —
jis gali ir pléstis ir trauktis bet kuria kryptimi.

 7r.R. Ciegis, V. Bida, Skai¢iuojamoji matematika, V.,1997
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Koordinatinés paieSkos metodas

 Pradinis taskas X, = (x, ..., x, ).

01°
* PaieSka vykdoma cikliskai kei¢iamomis kryptimis. Kryptis turi biiti tiesiSkai
nepriklausomos. Paprastai naudojama erdvés R” baze 1S ortogonaliy vektoriy:
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Koordinatinés paieSkos metodo algoritmas

X, =X tae , k=k+1. Cia o yra daugiklis parenkamas i$sprendus vienmaéio
minimizavimo uzdavini: &« =argmin f (X, +ye,).
i =1i+1;je1i<n,einama i3 zingsni. ’
Jei algoritmo sustojimo salygos netenkinamos, einama 1 2 Zingsni.
Algoritmo sustojimo salygos:
- atliktas fiksuotas iteraciju skaiCius (iteracija — tai 2-4 Zingsniy skaiCiavimai, kai
i=1,...,n);

~ gretimy iteracijy TF reikSmes skiriasi maziau nei tam tikras tikslumas e.

Algoritmo trikumas — cikliSkai kartojamos vienmatés paieSkos: daug TF
skai¢iavimu.
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Huko-Dzivso paieSkos metodas

Metodo idéja: paieska vykdoma kryptimi d. = X — X .

Tai labai paspartina konvergavima lyginant su koordinatine paieSka, nes taip
sudarytos kryptys d turi tendencija iSsideéstyti 1Silgai TF pavirSiaus griovio.
Svarbiausia — €ia jau jvertinami ankstesnése iteracijose gauti rezultatai.

Metodas susideda i$ dviejy daliu:

> tirtamosios paieskos su cikliniu kintamyjy keitimu

~ greitejancios paieskos pagal pavyzdi.
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Tiriamoji paieSka

Tiriamoji paieSka turi nustatyti lokalias TF savybes ir rasti krypti 1Silgai griovio.

Tiriamosios paieskos tasko X aplinkoje algoritmas:

Startuojame 1§ bazinio tasko X, = (x x,,) Ir formuojame naujq taska

o e
X =(x,,...,x, ). Priskiriame X, = X . Naudosime pagalbinj taska Xp .
Priskiriame X =X,. KeiCiame pirmaja tasSko X, koordinate: X, =x, TA ir
skaiéiuojamef(Xp). Jeif(Xp) <flX)), tal X, =X PrieSingu atvéju X, =X, —4A ir
skaiCiuojame fAX). Jei X)) <AAX), tai X| = X .

Ta pati atlickame su antraja, treCigja, ..., n-aja tasko X, koordinate.

Jel tiriamosios paieskos algoritmu gautas taSkas X nesutampa su taSku X , tai X|

tampa nauju baziniu tasku.
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Paieska pagal pavyzdij

«  Zyméjimai:
- X, — elnamasis bazinis taskas,
~ X, — ankstesnis bazinis taskas,
- P, —taSkas, gautas judant pagal pavyzdi,

- X, —naujas bazinis taSkas.

« Zengiama 1S taSko X iSilgai tiesésm jungiancios §j taSka su X :

Pig=X+ (Xk - Xk—l)'
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Huko — Dzivso metodo algoritmas

. PradZioje nustatome algoritmo parametrus:
- pradinj bazinj taska X ir prieaugius A, =1, ..., n;
> Zingsnio mazinimo koeficienta a > 0 ir paieskos pabaigos parametra € > 0.
Atliekame tirtamaja paieSka 1S bazinio tasko.
Jei tirtamoji paiesSka buvo seékminga — eiti 1 5 Zingsni, ne — 1 4 Zingsni.
Tikriname pabaigos salyga — ar [|A[| < &. Jel ne — sumazinti pricaugius A = A/ a, ir
eiti | 2 zingsny.
. Atliekame paieska pagal pavyzdi: Poo=X,+ (X ¢ k—l)'
Atliekame tiriamaja paieSka, kaip bazini taska naudodami P, .Tirlamosios

k
paiesSkos rezultata pazymekime X,

k+1°
Jei fX,

k+1
Zingsnj su baziniu tasku X .

) <fiX),tan X =X ,6X =X_ ireiti | 5 Zingsn]. PrieSingai - eiti | 4

k+1
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Pauelo jungtiniy krypc¢iy metodas

* Metodas sukurtas su prielaida, kaf TF yra kvadratiné.

* Gali buti taikomas bet kokios i1Skilos tolydzios funkcijos optimizavimui, nes tokios
funkcijos minimumo taske funkcija to tasko aplinkoje galima gana tiksliai
aproksimuoti kvadratine funkcija.

* Kbvadratiné funkcija vektorinémis operacijomis uZraSoma taip:

g(X)=a+bX + %XCXT
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Kvadratiné funkcija

Atliekant koordinatine paieska, reikéty Zengti daug Zingsniy «pjukluy.

Sumazinti Zingsniy skai¢iy galima pasukus koordinaéiy asis. Siuo atveju pradéje
paieSka 1S bet kurio tasko, funkcijos minimuma rasime tik viena koordinatinés
paieskos iteracija.

138 | Lygio linijos
// Lygio linijos \\G HI o gn,oooj
200k 3 A 0,000 2,00 ’ \ B 5000
’ / In B 5,000 5 C 10,000
Gp C 10,000 ’ D 15,000
E D 15,000 D E 20,000
1.00 E 20,000 1,00 | F 25,000
' F 25,000 G 30,000
G 30,000 i H 35,000
. H 35000 N I 40,000
X3 J J 45,000
0,00 1 40,000 0.00 -
J 45,000
-1,00 -1,00 |
. N //
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Jungtinés kryptys

Tarkime, C yra kvadratiné simetrin¢ » eilés matrica.
Kryptys s, s, .., s, r < n, vadinamos C jungtinemis, jeir jos yra tiesiSkai

nepriklausomos ir

Sl.CS§=O, Vi#j.

Nagrinékime kvadrating forma O(X) = XCX'. Ieskosime transformacijos R, kuri
kvadrating forma transformuoty i diagonaliaja: X' = RZ’, &ia T — matrica, Z — naujy
kintamyjy vektorius.

Taigi, OQ(X) = ZR"CRZ" = ZDZ". Cia D — diagonaliné¢ matrica.

Turime

XT

RZT: Z R<]>Z] ,

Jj=1

¢ia R¥” - matricos R j-asis stulpelis.
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Jungtinés Kkryptys

<j>

* Kitaip tariant, gauname nauja koordinaciy sistema R7", j = 1, ..., n, sudarytg 1§ C
jungtiniy krypc¢iy, kurios matrica C transformuoja | diagonaling:

R'CR=D, (RV)cr¥=|d J=F
0, j#k.

* Taigi gauname

1 )
2XCX —a+bZR’z + - Zdu 7=

j=1

g(X)—a-I—bX +

]

2dJJZJ =a+t Z GJ-(Z

j=1

:Cl‘|‘bz<bR< Z +

j=1
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Jungtinés kryptys

Funkcija g(Z) priklauso nuo vieno kintamojo funkcijy sumos. Toks optimizavimo
uzdavinys suvedamas | # vieno kintamojo uzdavibiy sprendima:

min[Gj(zj)], j=1,...,n.

J

ISvada: sudare vektoriy R, j = 1, ..., n sistema, dar vadinama jungtiniy krypciy
sistema, kvadratinés funkcijos optimuma rasime per n vienmaciy pasiesky
kryptimis R¥” .

Kaip rasti D? Jei C Zinoma — problemos néra. Tinka Gauso-Zordano metodas.
Miisy atveju C néra zinoma. Taciau vis tiek problema spresime naudodamiesi

kvadratinés funkcijos savybémis.
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Lygiagretaus poerdvio savybeé

* Tarkime, turime |
- kvadratine funkcija g(X); g(X)=a+bX + > XCx d
> du taskus X 1r X

> skaliarg A;
~ krypti d.

 Tada jei taskas ¥ minimizuoja g(X +Ad), o taskas Y minimizuoja g(X tAd), tai
kryptys (¥, — Y)) ir d yra jungtinés matricos C atzvilgiu.
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Jungtinés kryptys plokStumoje

« Dviem vienmatémis paieSkomis randame Y 1r Y . Minimumo taska rasime
judédami kryptimi Y -Y .

X, O

* Taigi dviejy kitamuyju atveju po dvieju vienmaciy paiesky galima sudaryti jungtiniy
krypciu sistema, o treciaja paieska rasti kvadratinés funkcijos minimuma.
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Lygiagretaus poerdvio savybeé

Grizkime prie bendro pobiuidZio kvadratinés funkcijos

g(X)=a+bX + %XCXT
Tiesés 18 tasko X kryptimi d lygtis yra X=X + A d.
Funkcijos g(X) minimumas 1§ tasko X kryptimi d randamas ieskant tokio A*, kad
g,0=0.
0g _0goX
oN 0X OA

=(b+ XC)d"

Tarkime, minimumas yra taske Y, todél (b + Y, C)d" = 0.

Tarkime, minimumas tiesé¢je X = X + A d yra taske Y, todél (b + Y.C)d" = 0.
Turime (Y, - Y )Cd' = 0. Taigi kryptys (¥, Y ) ir d yra jungtinés.
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Lygiagretaus poerdvio savybeé

* Matome, kad jungtinés kryptys nustatomos pagal du taskus ir krypti. Tai nepatogu
— geriau turéti vieng taska ir einant 1S jo konstruoti jungtines kryptys.

 Tegul tai taskas X . Kaip pagrindg imsime koordinatinius vekorius

Tai ne jungtines kryptys!
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Lygiagretaus poerdvio savybeé

* Nagrinésime atveji , kai n = 2.
e TeguX =X +A e. Cia A, — koeficientas, minimizuojantis AX + 4 e ).
e TeguX =X +X e.Cia A —koeficientas, minimizuojantis AX + A e.).

2 1 1 2 1 1 2
e TeguX =X +A_ e.Cia A —koeficientas, minimizuojantis AX. + A e ).

3 2 2 1 2 2 1
« Gavome: kryptys (X,— X)) ir e yra jungtinés, nes kryptimi e atlikome dvi paieskas:

BX 1X risX 1X .

« Jei funkcija yra kvadratine, tai atlikg paieskq kryptimis e ir X — X gauname

funkcijos minimumo taska X*. 106



Pauelo jungtiniy krypciy metodo algoritmas

1. Pasirenkame pradinj taska X ir tiesiSkai nepriklausomy krypCiy sistema s =e ,

s =e . Sudarome sarasa krypciy, kuriomis minimizuosime: S8,

2. Minimizuojame f(X) i§ eilés visomis n+1 kryptimis.
3. Randame nauja jungting krypti.

ee o

S .

n

. IS krypciu saraso iSmetame dvi pirmasias kryptis, saraso priekyje ir gale iraSome 3
zingsniu gauta jungting krypti. (Taip minimumai kure bus nustatomi 2 Zingsniu
einant sqraso pirmqgja ir paskutinigja kryptimi, bus gaunami nuosekliai
minimizuojant tomis paciomis jungtinemis kryptimis. Todél tuos minimumo taskus
jungianti tiese bus nauja jungtiné kryptis). Einame 1 2 Zingsni.

* Butina patikrinti gauty krypciy tiesinj nepriklausomumq (jei TF nekvadratiné). Jei

nauja kryptis yra tiesiskai priklausoma nuo sarase esanciy krypciy, ji | sqrasq
nejtraukiama.

107



Gradientiniai nusileidimo metodai

o leskant funkcijos minimumo nusileidimo metodais generuojama seka tasky {X },

kuriy funkcijos reikSmés monotoniskai mazeja. Taskas X randamas 18 tasko X

leidziantis funkcijos mazéjimo kryptimi.

* Ide¢ja. Funkcijos gradiento vektorius yra nukreiptas greiiausio funkcijos augimo
kryptimi; antigradientas — nukreiptas greiCiausio funkcijos maz¢jimo kryptimi;
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Privalumai

* Nusileidmo metody iteraciné schema labai paprasta ir akivaizdi:

X =X+ .8,

¢ia
- §_—nusileidimo krypties vektorius k-toje iteracijoje;

- o, > 0 — zingsnio daugiklis; jei krypties vektorius normuotas, o yra zingsnio ilgis.
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Trukumai

Gradientas teikia nedaug informacijos apie funkcijos savybes, nes taikoma tik
tiesin¢ funkcijos aproksimacija tasko aplinkoje.

Jei funkcijos pavirSius turi griovi, algoritmo generuojama seka gali Sokinéti nuo
vieno griovio krasto ant kito, o funkcijos reikSmés — mazeéti labai létai.

Naudojamos i1Svestinés, kuriy iSraiSkas galima gauti ne visada (pvz., kai funkcijos
reikSmeés gaunamos modeliavimo budu).

Bandant isvengti Siy triukumy buvo pasiulyta sudetingesniy metody (Niutono ir
kintamos metrikos), kuriuose naudojamos antrosios eilés isbestinés arba jy
aproksimacijos. Siuose metoduose nusileidimo krypciy formulés grindziamos TF
aproksimavimu kvadratine funkcija. Tai didina metodo sudétingumgq, taciau tokie
algoritmai konverguoja Zymiai greiciau.
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ISvestiniy skaitinés formulés

. Daznai iSvestiniy reikSmés gaunamos skaitiniais metodais, pvz., paprastomis
skirtuminésmis formulémis:

0f(X) . flx,, o, x+A, ., x)— f(X)
0Xx, A

of(X)  flxy, o, x+D, o x,)— fx, .., x,=A, . x,)
0Xx, 2A

* Vienpusei formulei reikia n papildomy TF reikSmiy kiekvienam gradientui.
Minimumo aplinkoje, gradientui artéjant prie 0, vienpusé¢ formulé néra tiksli. Tenka
naudoti dvipuses diferencijavimo formules, kur reikia 2n TF reikSmiu.

111



Greiciausio nusileidimo metodas
* Metodo id¢ja: eiti nusileidimi kryptimi iki pirmo lokaliojo minimumo §ia kryptimi.
X=X, —o, Vf(X,),

o, = argmin f (X, —aV f(X,)).

a=0

* Tiksliai minimizuoti pagal krypti nereikia, nes tai reikalauja daug skai¢iuojamuyju
resursy, o kryptis tik iSimtimiais atvejais tiksliai veda link TF minimumo. Kiek
pa¢jus antigradiento kryptimi ir radus apytikrio minimumo taska, Siame taske
skaiiuojama nauja kryptis.
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Greiciausio nusileidimo metodo konvergavimas

* Teorema. Tarkime, TF fi R" — R yra diferencijuojama ir aprézta iS apacios. Tada
grei¢iausio nusileidimo metodu generuojama tasky seka su monotoniSkai
maz¢janciomis TF reikSmémis ir gradiento norma artéja 1 nulj.

* Grieciausio nusileidimo metodas yra paprastas ir stabilus. Bet jei TF pavirSius turi
griovi, tikslinga taikyti jungtiniy krypciy metodq ar metodus su antromis
iSvestinemis. Jie taikytini ir optimumo aplinkoje, nes joje TF gerai aproksimuojama
kvadratine funkcija.

f(X)=10x7 —2x,x, +3x;
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Greic¢iausio nusileidimo metodas

f(X)=10x"—2x,x, +3x
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Niutono metodas

* Niutono metode panaudojama TF aproksimacija antros eilés Teiloro daugianariu:

)~ )+ VXXX + (X=X H (X)X - X,)

« Pazymékime AX =X -—X .Funkcijos aproksimacijoje X pakeitg 1 X  , gauname:

g(X) = F(X)+ V(X )BX) + X HX)BX,)

Tai kvadratiné funkcija. Ieskosime tokio AX , kad X buty funkcijos g(X )

stacionarusis taskas.
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Niutono metodas
Diferencijuojame g(X ) pagal vektoriaus AX komponentes ir iSvestines
prilyginame nuliui:
Vf<Xk) T AXkH<Xk> = 0.
ISsprende gauname kvadratinei funkcijai optimaly Zingsni:

AX, :_Vf<Xk>H_l<Xk>°

IS ¢ia lengva uZraSyti Niutono metodo iteracing formulg:
-1
X1 =Xy — Vf(Xk)H (Xk)°
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Niutono-Rafsono metodas

Jei TF buty iskila kvadratine funkcija, jos minimuma pasiektume vienu zingsniu.
Bendru atveju atlickama daugiau Zingsniu, todél rastas optimalus Zingsnio ilgus
netenka prasmes. Tenka jvesti Zingsnio 1lgio parametra:

L VrxgE X
b Vs E (x|

X=X

Zingsnio ilgj Zymesime

X, = M :
IV rx e (x,)

IS ¢ia lengva uZrasSyti Niutono-Rafsono metodo iteracing formulg:
-1
Xin =X, -V f(X)H (X,).

o, = argmin f (X, — O(Vf<Xk)H_l(Xk))'
x>0 117



Niutono metodo trukumai

* Kai TF lokalioje srityje tiksliai aproksimuojama kvadratine funkcija ir kai matrica
H' — teigiamai apibrézta, galime tikétis greito sprendimo.

* Sis reikalavimas gadina viska. Nes tik jei matrica, atvirkstiné Hesés matricai yra
teigiamai apibréZta, garantuojama, kad TF reikSme sumazés.

* Geometriskai tai paaiSkinama paparastai. Kvadratiné aproksimacija geometriskai
reiSkia apvaliq arba elipsine idubq, turinciq lokalyji minimumq tik kai matrica yra
teigiamai apibrézta. Kitais atvejais aproksimuojanti funkcija gali virsti balno
pavirsiumi, ir krypties vektorius uzuot rodes tiksliausiq kryptj link minimumo tasko,
rodys kryptj i balno taskq.
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Modifikuotas Niutono metodas

* Minéta trikuma galima pasSalinti, pakoregavus H' taip, kad ji visada biity teigiamai
apibrezta.

* Jei invertuotant Hesés matrica, gaunamas pozymis, kad atvirkStiné matrica néra
teigiamai apibreZta, tada Zengiamas paprastas greiciausio nusileidimo Zingsnis.

* Kita Niutono metodo modifikacija:
-1
Xin =X, — o, Vf(X)H (X)),

o, = argmin f (X, — O(Vf<Xk>H_l<Xo))-

oa=0

Atvirkstiné Hesés matrica skaiCiuojama tik vieng karta ir naudojama visose iteracijose.
Si1 modifikacija labai sumaZina skaiiavimy apimtj, taCiau iteracinis procesas
konverguoja daug leCiau nei Niutono-Rafsono metodo iteracinis procesas.
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Niutono metodas

? ?
flx,v) = 2% +3v +sin(2-xv)

. A
TR 4
R

N 7
:\\ R\/X AWy g
IA "' i A

AR
X

Wi ] ‘. o f
T .-A;\

o

120



Niutono metodas

f(x) = 2-{xp)” + 3-(x1)” + sin( 2xp-x1

-3

£= 0.01 M= 10

R = 15 -1.1
e —0.543 0.571
S
—0.201 0.144
. —0.001 0001
- L"I finin = £[R{CBR-D)
-grad | x )
fimin = 0
x
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grad (%) :

Skaitinis diferencijavimas

10 °
‘A 0 A A

L0 A A -A)

I.-- . f -':|:|:| Y ‘I l':|:|:l 1 "-__I
Hx+D'J—Hx—D'J-

A

- Oy . (17|
flx+D ) -flx-D")

2A )

(0} I

.| oy L .. .| oy o () L 1
flee DY) 1 £lx- DY) — 25 fla+ D —flx+D7 ) —flx-D" ) +flx-D

A~ 4.A"

N My B o 3y L (20 N Oy 1) .
flx+D" | -flx+D7 ) =flx-D" ) +flx- D) flex+DV ) +flx-D" ) - 2f(0)

-

4.A" A”
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Kintamos metrikos metodai

* Kintamos metrikos metodose bandyta i1Svengti Niutono metodo trikumuy: nereikia
kiekviename Zingsnyje apversti Heseés matricos ir skai¢iuoti antryjy iSvestiniy.

* Pagrindine metody id¢ja: vietoj tikslios atvirkStinés Hesés matricos naudojama
aproksimuojanti matrica

kuriai gauti panaudotos tik pirmyjy iSvestiniy reikSmes.

* Naujo tasko koordinatés skai¢iuojamos pagal iteracing formulg:
X =Xy — oV (X n(Xy).

o, = argmin f (X, — oV f(X,)n(X,)).

=0
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Kintamos metrikos metodai

n(X,) vadinama kryp¢iy matrica. Jei §1 matrica buty vieneting, tai turétume

grei¢iausio nusileidimo metoda. Niutono metodé Si matrica yra H 1(Xk).

Prisiminkime gradiento Teiloro skleidin:

Vf<X) :Vf(Xk>+<X_Xk)H<Xk)°

X pakeitg 1.X,_, ir padauging abi lygties puses 18 1(X1)’ gauname:

Xk+1_Xk:[Vf(Xkﬂ)_vf(Xk)]H_l(Xk) - AX=AYH

Zitrékime i $ia lygti kaip 1 n tiesniy lygc€iy sistema, turin€ig #» neZinomy parametry,
kuriais aproksimuojama H' , kai AX ir AY yra Zinomi.

Si aproksimavimo idéja, sudarant ir sprendziant tokiq tiesiniy lygciy sistemaq,

konkreciuose kintamos metrikos metoduose realizuojama jvairiai. 124



Kintamos metrikos metodai

Daugumoje metody H' aproksimuojanti matrica n,,, sudaroma 1§ ankstesnio

zingsnio kryp€iy matricos n,_ = n,_+An,.

[vairts kintamos metrikos metodai 1§ esmes skiriasi tik matricos An_apskaic¢iavimo
budu.

1. Broideno metodas
2. Devidono-Fletéerio-Pauelo (DFP) metodas
3. Broideno—Flet&erio—Goldfarbo—Sano (BFGS) metodas
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Broideno metodas

« Broideno metode panaudota $i matricos An,_perskai¢iavimo formule:

(AXk - AYknk>T<AXk - AYknk)
AY (AX,—AY )

An, =

.

AX,=X— Xy, AYk:Vf<Xk+1>_vf<Xk>-

* Yra jrodyta, kad jei TF kvadrating, tai Broideno metodu 1S bet kokios pradinés
teigiamai apibreztos krypciy matricos n jau po n zingsniy gausime n = b

* Bendru atveju, vartojant §§ metoda, galimos Sitokios komplikacijos:

1. m ., gali nebiti teigiamai apibrezta, tada tenka imtis jos koregavimo priemoniuy;
2. An,, matricos nariy reikSmes gali labai iSaugti, susikaupus apvalinimo paklaidoms;

3. Atsitiktinai sutapus gretimy zingsniy AX, kryptims, susidaro avarings situacijos.
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Broideno metodo algoritmas

. Apibrezti tiksluma €, pradinj taska XO ir prading teigiamai apibréZta krypCiy matrica

n, = n(Xo), k=0.Pvz., n, = E.

Rasti paieskos krypti § =— VAX)n, .

Rasti zingsnio ilgj paieskos kryptimi: o, = argmin f (X, + «S,).
AX=0S ;X =X+AX . 0

k k’
Rasti AYk: AY,= Vf<Xk+1) - Vf<Xk)
Jei [[AX [|> € — iteracinis procesas tesiamas. PrieSingu atveju: X* =X .

Perskaiciuoti krypciy matrica n  =mn_+ An, padidinti iteraciju skaitikli k =k + 1 ir
grizti 1 2 zingsnj.

<AXk - Ayknk)T<AXk - Ayknk)
AY (AX,—AY.nn)

An, =
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Kintamos metrikos metodu gauta traektorija Rozenbroko funkcijai

1,5

1,0

X2 05

0,0

0,5
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Devidono-FletCerio-Pauelo metodas

DFP metode (vienas i$ populiariausiu, kartu su BFGS, kintamos metrikos metodas)
vartojama matricos An _perskaiciavimo formule:

B (AXk>TA Xy B N (A Yk>TAYk<nk)T
AXk(AYk>T AYknk<AYk>T |

An,

Kaip ir taikydami Broideno metoda kvadratinei funkcijai, po »n Zingsniy turésime
m=H".
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Devidono-FletCerio-Pauelo metodo algoritmas

. Apibrezti tiksluma €, pradinj taska XO ir prading teigiamai apibréZta krypCiy matrica

n,=nX), k=0.

Rasti paieskos krypti § =— VAX)n, .

Rasti zingsnio ilgj paieskos kryptimi: o, = argmin f (X, + «S,).
AX=0S ;X =X+AX . 0

k k’
Rasti AYk: AY,= Vf<Xk+1) - Vf<Xk)
Jei [[AX [|> € — iteracinis procesas tesiamas. PrieSingu atveju: X* =X .

Perskaiciuoti krypciy matrica n  =mn_+ An, padidinti iteraciju skaitikli k =k + 1 ir
grizti 1 2 zingsnj.

B (AXk)TA Xy B ne(A Yk)TAYk<nk)T
AX (AY,) AY,n(AY,)

An,

130



Devidono-FletCerio-Pauelo metodas

Paprastai imama vienetin¢ pradiné matrica (nors gali buti ir bet kuri teigiamai
apibréZta matrica). Tuomet pirmasis Zingsnis atlickamas greiiausio nusileidimo
kryptimi. Tolimesniais zingsniais, matrical n artejant prie H ', palaipsniui

pereinama i$ gradiento krypties 1 Niutono krypti.

Kadangi vis perskaiCiuojant matrica n kaupiasi paklaidos, gali susidaryti

skai¢iavimo poZilriu neparankiy situacijy. Norint ju i1Svengti, matrica periadiSkai
atnaujinama, t. y. padaroma vienetine.

Taikant Niutono ir kintamos metrikos metodus labai aktualus klausimas, ar
priimtina 1Svestines skai¢iuoti ne analiziSkai, o pagal skirtumines firmules. Tyrimai
parodé, kad tai leistina, taCiau pageidautina, kad skai¢iavimo tikslumas nebiity
mazas, nes prieSingu atveju daugéja skai¢iavimo Zingsniy.
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Broideno—Fletéerio—Goldfarbo—Sano metodo algoritmas

. Apibrezti tiksluma €, pradinj taska XO ir prading teigiamai apibréZta krypCiy matrica

n, =N, k=0.

Rasti paieskos krypti § =— VAX)n, .

Rasti zingsnio ilgj paieskos kryptimi: o, = argmin f (X, + «S,).
AX=0S ;X =X+AX . 0

RastiAY,: AY, =V f(X,,)-V/(X,).

Jei [[AX [|> € — iteracinis procesas tesiamas. PrieSingu atveju: X* =X .

Perskaiciuoti krypciy matrica n  =mn_+ An, padidinti iteraciju skaitikli k =k + 1 ir
grizti 1 2 zingsnj.
an = (BX)AX)AY(AX,) +AYn(AY))
' (AY, (AX,))
(AX) AYn, +n(AY)'AX,
AY, (AX,)
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Stochastinis paieSkos metodas

* Stochastinis iteracinis procesas: X ;. = X+ Z,,
Cia Z — atsitiktinis vektorius, paimtas 1S mazos taSko X aplinkos, Jo pasiskirstymo

desnis gali priklausyti nuo ankstesniy paieSkos rezultaty,
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Stochastinis paieSkos metodo algoritmas

. Apibrezti tiksluma €, pradin taska Xo, pradinj spindulj », spindulio maZinimo

koeficienta B < 1, taSky skaiCiy »n ir perioda 2p. ApibréZziama sustojimo salyga.
Iteracijy skaitiklis i = 1.

Aplinkoje p(X_, r) atsitiktinai parenkami » taskai {¥ }. X = arg min {{(Y)}.
Vykdoma vienmat¢ paieska P =X - X kryptimi: &; ;= arg min f (X, |+ &P, ).
= Poor x>0
X =X +a P .
i+1 i-1 -1 -1
Tikrinama sustojimo salyga. Jei sustojimo salyga néra patenkinta, tai didinti
iteracijy skaitikli: i =i+ 2, ir griZti |1 2 Zingsnj (jei periodas yra iteracijos numerio
kartotinis — sumazinti spinduli: » =3 r).
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Stochastinis paieSkos metodas

* Paieska galéty buti efektyvesné, jei tolimesnése iteracijose, atsizvelgdami i
ankstesnius rezultatus, atsitiktinai imtume taSkus ne visame apskritime, o tik jo
dalyje.

* Nors stochastin¢ paieSka néra labai efektyvi, taCiau ji paprasta, nesunkiai
realizuojama programiskai, ir gali biiti modifikuota, atsiZvelgiant j sprendZiamo
uzdavinio specifikg.

2 2
* Buto funkcija S (xp, x)) =(a,, x, + apx,=b,) + (ay x, + ay,x,—b,)
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Daugelio kintamyjy funkcijuy optimizavimas esant apribojimams

* UzZdavinys formuluojamas taip:

* Nelygybiniy ir lygybiniy apribojimy vektorius Zymeésime atitinkamai g(X) ir A(X).
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Kintamyjy transformacijos

* Pagrindinés nelygybiniy apribojimy klasés:

X. = a,

l

X, >a,
a<x,<Db,
a<x;<b

Kiekvienai klasei parinkus atitinkama kintamyjy transformacija, optimizavima su
apribojimais galima suvesti 1 optimizavima be apribojimuy.

137



Kintamyjy transformacijos. Neneigiamumo reikalavimas

Neneigiamumo reikalavimas x > 0 gali buti eliminuotas taikant keiting

x=y.

Analogiskai eliminuojami apribojimai

VA

xza — X
x<a — x=a-—y.

Tadiau nors Sios transformacijos yra paprastos ir nesunkiai pritaikomos,
neneigiamumo apribojimai yra eliminuojami TF ir likusiy apribojimy netiesiSkumo
didinimo kaina, kas, savo ruoZtu, mazina optimizacijos proceso efektyvuma.
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Kintamyjy transformacijos. Neneigiamumo reikalavimas

. 2 2 2
min f(X)=—x,+3x;— 2X5 + X, X, — X, X,
X =20

X+ x5+ x; — 25 =0
8x, +14x,—Tx;—52 =0
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Kintamyjy transformacijos. Teigiamumo reikalavimas

* Teigiamumo reikalavimas x > 0 gali biiti eliminuotas taikant keiting

X =€ .
* AnalogiSkai eliminuojami apribojimai

x>a — x=a-+e,
x<a — x=a-e¢e.

minf(X)z(xf-l—xz—11)2+(x1-|—x§—7)2
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Kintamyjy transformacijos. Teigiamumo reikalavimas

2000

1500

1000

500
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Kintamyjy transformacijos. Griezti intervaliniai apribojimai

* Greizty intervaliniy apribojimy a < x < b eliminavimui gali biiti tatkomos funkcijos,
1D erdve (- oo; o0) atvaizduojancCias | atkarpa. [Bet kokia glodi pasiskirstymo
funkcija tinka!].

* Kombinuojant tokias funkcijas su tiesine transformacija

b—a b+ a

_I_
» T Ty

u:

gausime atvaizdj i§ begalinio intervalo (- oo; o) | atvira intervalg (a; b).

—t

| f(t) = tanht, flt)=e*
_f(t) =arctant, f(t)=1(1+ |t|y)_7_
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Lagranzo funkcija ir uzdavinio su apribojimais stacionarieji taskai

* Tegu optimizavimo uzdavinio TF 1ir apribojimy funkcijos yra tolydziai
diferencijuojamos. Nagrinésime minimizavimo uzdavinj

min f(X)
B(X) =0

« IeSkodami TF ekstremumo, judame daugiamaciu pavirSiumi D, = {X: 4 (X) =0} .

; 2 2 2
mn x +y +z
x—=2y+5z=0
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Lagranzo funkcija ir uzdavinio su apribojimais stacionarieji taskai

* Taskas X* bus optimizavimo uzdavinio stacionarusis taskas, jei gradiento V¥ f(X*)
proekcyja | pavirSiy D, bus nuliné. Tiksliau, jei nuliné bus proekcyya 1
hiperplokstuma, lie¢ianCia pavirSiy D, taSke X*.

« Taip bus, jei gradienatas V¥ f(X*) bus lygiagretus pavirSiaus D, normalei ¥ /2(X*):
Vix)=aVh(Xx),
Cia A yra skaliaras, vadinamas LagranZo daugikliu.

*  Taigi staciaonarusis taskas yra taskas, tenkinantis Sias salygas:

Vilx)= AVhaX)
h(X)= 0
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Lagranzo funkcija ir uzdavinio su apribojimais stacionarieji taskai
* Salygas galima uzraSyti, naudojant Lagranzo funkcija L(X,\):

LIX A) = f(X) = \h(X).

Taskai, tenkinantys salyga V¥ L(X,A) = 0 yra stacionarus, nes

V,.L(x,N)= VF£(X)-AVha(Xx)=0,
V.L(X \)= h(X)=0.
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Lagranzo funkcija ir uzdavinio su apribojimais stacionarieji taskai

Daugelio lygybiniy apribojimuy atveju leistinoji sritis yra apribojimy pavirSiy
sankirta. TF gradiento projekcija 1 yta sankirta stacionariame taske turi buti nuline.
TF gradientas turi buti lygiagretus kuriai nors apribojimy funkcijy gradienty tiesinei
kombinacijai:

m,
=2\ Vh(Xx
j=1
LagranZo funkcija Siuo atveju yra

L(X, A)= th

Lagranzo daugikliy metodas susideda 18 n + m, lygCiu sistemos VL(X,A) =

sprendimo. Sprendiniy (X*, A*) komponentés yra optimizavimo uzdavinio su
lygybiniais apribojimais stacionarieji taskai. Dalis juy gali biti lokaliyjyu minimumu
taskai, jei tokiy minimumy yra.
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Lagranzo funkcija ir uzdavinio su apribojimais stacionarieji taskai

min  x—2y+5z min )c2-|—2y2
2x°+ 6y  +27=1 XHy=1
max 1 - (2x*+6y°) min(4y—2z)
x=2y+5z=1 2x—y—Z — L. L
Pyt =1 (F-E2+ &
z
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Lagranzo funkcija ir uzdavinio su apribojimais stacionarieji taskai

/ 2 2
min_ xy max  V1—10x*—5y
%J,y?:l (x+17+2y*=1
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Lagranzo funkcija nelygybiniy apribojimuy atveju

Tegu optimizavimo uzdavinio TF ir apribojimy funkcijos yra tolydziai
diferencijuojamos. Nagrinésime minimizavimo uzdavinj

min f(X)

g(X)=0, i=1,.,m
hj(X)zO, j=1,...,m,.

Leistinojoje srityje D nelygybiniai apribojimai gali buti lygis nuliui (tada jie
vadinami aktyviais) arba didesni uz nul; — tai neaktyvis apribojimai.
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Lagranzo funkcija nelygybiniy apribojimuy atveju

* Aktyviy apribojimy atveju Lagranzo funkcija formuojama panasiai kaip lygybiniy
apribojimy atveju, imdami tik neneigiamus Lagranzo daugiklius.

* Neaktyvis apribojimai neturi jokios itakos nei taSko stacionarumo salygai, nei
gradiento stracionariame tasSke reikSmei. Jei stacionariame taSke visi apribojimei
neaktyviis, tai turime atveji, ekvivalenty optimizavimui be apribojimy. Taigi
neaktyviy apribojimy LagranZo koeficientai turi buti nuliniai.

* Tai pasieksime su salyga

t. y. arba apribojimas yra nenulinis (neaktyvus) ir atitinkamas koeficientas lygus
nuliui, arba apribojimas nulinis, ir atitinkamas koeficientas teigiamas,
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Lagranzo funkcija nelygybiniy apribojimuy atveju

Turime Lagranzo funkcija:
j=1

Taigi nelygybiniy apribojimuy atveju Lagranzo daugikliy metodas suvedamas i Sios
sistemos sprendima kintamuyju X, A, M atzvilgiu:

VLIXAM)=0,
Migi(X)zO, i=1,.,m,,

Sios sistemos pagrindu formuluojamos Karu$o-Kuno-Takerio (KKT) optimumo
salygos.
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Formulavimas:

[rodymas:

KaruSo-Kuno-Takerio optimumo salygos

V. Karusas (magistro darbas, 1939 m.)
V. Karusas (disertacija, 1942 m.)

Nepriklausomai: H. Kunas ir A. Takeris (publikacija konferencijos darb., 1951 m.)

Paprastai vadinami Kuno-Takerio salygomis.

Bitinos optimumo salygos. Tarkime, X* yra optimizavimo su apribojimais
uzdavinio lokaliojo minimumo taskas, o TF ir apribojimy funkcijos yra tolydziai
diferencijuojamos. Tada egzistuoja konstantos A > 0, p. > 0, A i kuriy bent viena

nelygi nuliui ir

(

MV f(X Zu Vg (X)=2aVh(Xx)=0

J=1

e (X) =0, i Lom,
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KaruSo-Kuno-Takerio optimumo salygos

* Pakankamos optimumo salygos. Tarkime, TF ir apribojimuy funkcijos yra
tolydziai diferencijuojamos, funkcija f iskila, funkcijos g igaubtos (iSkilos 1 virsu,
arba — tai ekvivalentu - iSkilos yra (-g)), o funkcijos /. — tiesinés. Tada jei leistinam

taSkui X* egzistuoja tokios konstantos p. > 0, ir A, kad galioty

( m

VX ) =2 u Ve, (X)=-20Vh(X)=0,
j=1

Migi<X*)209 l: 19'°-)m1)

tai X* yra Sio optimizavimo uzdavinio globaliojo minimumo taskas.
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ISkila funkcija. ISkila aibé.

* Funkcija f: D — R, apibréZzta aibéje D (aibé D yra iskila) yra vadinama iSkila, jei
bet kokiems X, ir X iSDir0<z¢<1

f(tXl + (l_t)Xz) <tf(X1> T (1 - t)f(Xz)-

. Aibé D yra i¥kila, jei bet kokiems X ir X, §Dir0<s<1: tX,+(1-t)X, € D.
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Lagranzo funkcijos (LF) minimakso taskai. Dualumas.

Parodéme, kad optimizavimo uzdavinio su apribojimais sprendiniai yra LF
stacionarieji taSkai. Parodysime, kad tie taskai néra LF ekstremumai, bet balno
taskai.

min f(X)

Turime uzdavini:

h(X)=0, j=1,..,m,.
Kai X tenkina apribojimus, tai L(X, A) = f(X) su bet kokiomis A reikSmemis. Taigi
f(X*) =min f(X)=minmaxL(X,A).
X X A
Kei apribojimai netenkinami, tei bent viena h(X) #0, todel

R(X)szxL(X,A):oo.

Taigi apribojimy netenkinantys taskai X néra funkcijos R(X) minimumo taskai.
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Lagranzo funkcijos (LF) minimakso taskai. Dualumas.

min f(X)

* Taigi vietoje uzdavinio su apribojimais Xebn
(X)=0, j=1,.,m,.

turime uZdavini be apribojimy

min max L(X , A),

X A

su trukia TF.

* Sj uzdavinj galima apversti — sukeisti vietomis min ir max. Funkcija
G(A,M)=inf L(X,A, M)
XeD

vadinama optimizavimo su apribojimais uzdavinio dualigja funkcija, Lagranzo
daugiklaiai — dualiais Kintamaisiais, dualios funkcijos maksimizavimo uzdavimys —
dualiu uzdaviniu.
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Lagranzo funkcijos (LF) minimakso taskai. Dualumas.

Dualios funkcijos maksimumas yra uzdavinio

min f(X)
XeD
g(X)=20, i=1..,m

minimumo jvetis i§ apacios, nes bet kuriems A > 0 ir M galioja nelygybe

G(A,M)< f(X).

* ISkilojo programavimo uzdaviniui galioja stipresnis teiginys — tiesioginio
minimizavimo uzdavinio ir dualaus uzdavinio TF reikSmés sprendiniy tasSkuose

sutampa.
* Iskilojo programavimo uzdavinio TF yra iskila, nelygybiniy apribojimy funkcijos

igaubtos, lygybiniy apribojimy funkcijos — tiesines.
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Sleiterio salyga.

* Taskas Z vadinamas uzdavinio

min f(X)

X€ED

Sleiterio tasku, jei g(Z) > 0 ir h(Z) = 0.

* Jei uzdavinio leistinoji sritis turi Sleiterio taska, sakoma, kad uZzdavinys tenkina
Sleiterio salyga.

* Jei uzdavinys iskilojo programavimo su apribojimais uzdavinys tenkina Sleiterio
salyga ir turi sprending X*, tai

f(X*) =maxG(A, M),

A, M
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Baudos funkcijy metodas.

* Nagrinésime uzdavinj min f (X )

[gj(X)<O, j=1,.,m.

* Apibrézkime funkcijg F(X) = f(X) + P(X), Cia

0, XebD,

P<X): o, X&D.

Kaip atrodo funkcijy F, fir P grafikai?
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Baudos funkcijy metodas.

Funkcija P(X) galima interpretuoti kaip begaling bauda uz leistinuosios srities
pazeidima.

X* yra pradinio salyginio optimizavimo uzdavinio sprendinys tada ir tik tada, kai
X* yra nesalyginio optimizavimo uzdavimio min F(X) sprendinys.
Be to, F(X*) = f{X*). Taigi salygin; uzdavinj galima pakeisti nesalyginiu.

Problema: oo.

Taikant baudos funkciju metoda, funkcija P(X) aproksimuojama paprastesniy
funkciju {B (X)} seka:

lim B, (X )= P(X),

k— o

lim (f(X)+ B, (X)) = f(X)+ P(X)=F(X).

k— o
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Baudos funkcijy metodas.

« Seka {B (X)} sudarome Sitaip. Pasirenkame funkcija

c>0, X&D,
ir skaiGiy seka {r},r,>0,r >r_ , iim r,=0.

» Tada funkcijy seka {B(X)/r } aproksimuoja funkcija P(X), o seka {F(X,r,)}, kai

F(X,r)=f(X)+2B(X), k=12,..

Py

aproksimuoja funkcija F(X). B(X) vadinama baudos funkcija.

* DazZniausiai naudojamos Sitokios baudos funkcijos:

Zlmax[gl OHz, B(X)zimaxlgi()(), ()].
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Baudos funkcijy metodas.

1
*  Tarkime, kad funkcijyseka F (X ,r, )= f(X)+ —B(X), k=12,..,

Py
yra sudaryta ir kiekviena sekos funkcija F(X,r,) turi minimumo taska X,. Minimumo
tasku sekos {X } savybes nusako dvi teoremos.

F(Xr) SF (X0 me),
» Sekai {X } teisingos Sitokios nelygybés: B( Xk) > B( X k+1),

fLX) < FX ).

* Tegu salyginis optimizavimo uzdavinys turi sprendini X*; TF, apribojimu funkcijos
ir baudos funkcija yra tolydzios; visu funkcijy F(X,r) minimumy taskai{X } yra tam
tikroje apréztoje uzdaroje aib&je. Tada bet kuris sekos {X } konverguojantis posekis
konverguoja i sprendini X* ir

im F(X,,r)=f(X).

k— o
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Baudos funkcijy metodas.

IS antros teoremos iSplaukia, kad sprendziant salygini optimizavimo uzdavini,
galima naudotis nesalyginias metodais. Tuo tikslu pradini uzdavin; keiiame
nesalyginiy uzdaviniy seka

min | f(X)+ LB(X)

Xer I”k

ISsprendg sekos k-aji uzdavini, gauname pradinio uzdavinio sprendinio artinj X, .

Taikant baudos funkcijy metoda, dazniausiai tenka optimizavimo uzdavinius spresti

artutiniais skai¢iavimo metodais. Apskaiciuoti X, Zinant X néra sudétinga, nes jei

r.,, nedaug skiriasi nuo r,, tai ir X, nedaug skiriasi nuo X_. Tode¢l ieSkant X

k+1 +1 ?

pradiniu artiniu galima imti X,
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Baudos funkcijy metodas.

. 2
min(x” — 4 x)
x<1 . i
F(x.k) =x —4x+kmax(x—1,0)

_'___
Fiz.1}
F(x.5) 2r
Fix.10)
Fiz.23)
Fi=z.20) ¢
-1 0
—_ }-




Baudos funkcijy metodas.

LB(X)

* Seka |r, aproksimuoja funkcija F(X) iS leistinosios aibés iSores. Ir seka
{X.} 18 18or¢s arteja prie optimumo tasko. Todél Sis metodas kartais vadinamas

iSoriniy baudy funkcijy metodu.

* Taikant kita metoda funkcija

0, XeD,
P(X):[oo X&D.

aproksimuojama seka funkcijy, kurios apibréztos tik leistinyju vektoriy aibés viduje.
Toks metodas vadinamas vidiniy baudy funkcijy metodu arba barjery metodu.
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Barjery metodas.

* Kai uzdavinio funkcijos uz leistinosios srities riby neapibréztos, taikomas barjery
metodas. Nagrinésime uzdavinji

min f(X)
g (X) <0, j=l..m,
kur funkcijos fX) ir g(X) yra tolydzios, aibé D — aprézta, o jos vidiniy taSky aibé —

netuscia.

* Aib¢je D apibrézkime tolydzia funkcija B(X), tenkinancia Sias salygas: B(X) > 0,
B(X) — oo, kai X artéja prie aibés D krasto.

« Imkime skai¢iy seka skai¢iy seka {r,}, r,>0,r >r, lim r, = 0.

s
+1 k— oo

* Aibéje D seka {r B(X)} aproksimuoja funkcija P(X), Cia

0, XeD,

Pl X)=
( ) 0, XE&D. 166



Barjery metodas.

« Aib¢je D seka {F(X, r)}, kai

F(X,r)=fX)+rB(X), Xe€D, keN,
aproksimuoja funkcija F(X).
* Funkcija B(X) vadinama barjery funkcija.

* Galima imti

m

BX) ==Xl BN =—X =g, X).
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Barjery metodas.

Taikant barjery metoda pradinis uzdavinys pakei¢iamas uzdaviniy seka:

minF(X,rk), k€ N.

XeD
Metodo esmé iSplaukia 18 Siy teiginiu.

Teorema 1. Egzistuoja toks X i§ D, kad min F(X,r,)=F(X,,r,), k€N
XeD

Teorema 2. Seka {X } turi tokias savybes:

F(Xk’rk) 2 F(Xk+l’rk+1)’
B(X,) < B(X,.),
FX)= (X,
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Barjery metodas.

min(x* — 4x)

x<1

. 2 1 1
lex;kj =X - -]-:!{— —_

k (xz-1)

-1 —05
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Barjery metodas.

min(x2 — 4x)

x<l1

2 1
Qixk)=x —dx— E-]n (1—x)

™
_I_.-

Q(x.1)
Q(x.2) by
Q(x.3)
Q(x,5)
Q(x.10} :

-1 -0.3
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Modifikuotos Lagranzo funkcijos metodas.

* Nagrinéty baudy metody trikumas tas, kad ieSkant minimumo, kuris yra ant
leistinosios srities ribos, barjery metodu gautas sprendinys tos ribos nepasiekia arba
Siek tiek iSeina uz leistinosios srities, je1 naudojamas iSorinés baudos metodas. Be to,
baudos sukuria griovius palei apribojimus.

* Lagranzo daugikliy metodu galima rasti tiksly sprendini, taCiau tai 1S tikryjy
imanoma tik sprendzZiant iSkilojo programavimo arba nesudétingus uzdavinius. Bendru
atveju surastas LagranZo funkcijos stacionarusis taSkas nebutinai yra minimumas — jis
gali biiti maksimumo arba persilenkimo taskas.
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Modifikuotos Lagranzo funkcijos metodas.

* Todél naudojama modifikuota Lagranzo funkcija — prie Lagranzo funkcijos
pridedama bauda, kuri pati ir jos iSvestinés lygios nuliui stacionariame taske ir auga
tolstant nuo jo.

ML(X A M, r) = F(X)- kth(X)—%rjhi(X) _
j=1
(
|
o g ()= 2rg(x), e g )<t
_ J
2
& ﬁ, jei gj(X)ZK.
\ 27'j rj
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Modifikuotos Lagranzo funkcijos metodas.

* k-oje iteracijoje naudojamus daugiklius pazymékime A, p. ir r,. Tada k-oje
J J J
iteracijoje minimizuojame ML( X, A s M o rk) su ankstesnes iteracijos daugikliais

ir gauname minimumo taSka X .

* Tada galioja lygybé
VML(X .\ Ay, My, 1) =0,

i$ kurios galima gauti V¥ f(X | ) priklausomybg nuo A ir M,.

» Sickdami, kad taskas X, butu ir LagranZo funkcijos stacionarusis taskas, taip

perskai¢iuojame daugiklius kjk, My s kad galioty lygybeé

Vf(XkH) - Z Mj,k+1vgj(Xk+1) o Z 7»j,k+lvhj(Xk+1) = 0.
Jj=1 j=1
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Modifikuotos Lagranzo funkcijos metodas.

* Sulygine¢ 18 lygites
VML(X, Ay, My, 7)) =0,

gautg V¥ f(X ) iSraiSka su
Vf(XkH) — Z Mj,k+1vgj(Xk+1) ~ Z 7\‘j,k+lvhj(Xk+1> = 0.
Jj=1 j=1

Turime daugikliy A ir M perskai¢iavimo kitai iteracijai formules:

}\j,k+1 - }\j,k B rj,khj<Xk+1)’
Wi k1 = max[“j,k - rj,khj(XkJrl): 0]-
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Modifikuotos Lagranzo funkcijos metodas.

* Taigi kiekvienoje algoritmo k-je iteracijoje sprendZiamas minimizavimo be
apribojimy uzdavinys

X, =argminML(X , A, M,,r,),

X

Lagranzo daugikliai A ir M perskai¢iuojami pagal formules

A :}\‘j,k_rj,khj<Xk+l)’

j,k+1

Wi k+1 = max[“j,k - rj,khj(XkH)’ OJ

ir padidinami baudos daugikliai o Baudos daugiklis didinamas (paprastai

deSimteriopai), kai apribojimy pazeidimai létai maz¢ja.

« Jei apribojimai yra lygybiniai, tai baudos daugiklis Ty didinamas, kai
(X ) > 02500, (X ).

« Jei apribojimai yra lygybiniai, tai baudos daugiklis Ty didinamas, kai

‘min[gj(XkH), OH > O,25‘min[gj(Xk), OH 175



Gradiento projekciju (leistinyjy krypciy) metodas.

Kai nusileidimo kryptis (pvz., antigradientas) veda uz leistinosios srities ribuy, tadi ji
kei¢iama kryptimi, kuri yra kuo maziau nutolusi nuo gautos nusileidimo krypties ir
neveda uz srities riby.

Metodas paprastai taitkomas tiesiniams (hiperplokStuminiams) apribojimams ir nauja
nusileidimo kryptis gaunama nusileidimo krypti projektuojant | aktyviy apribojimy
sankirtos hiperplokStuma.

Aktyviais apribojimais vadinami tie apribojimai, kurie nagrin¢jamame taske igyja
nuline reikSme, t. y. tame taske nusako leistinosios srities riba.

Keliy aktyviy apribojimuy sankirta yra mazesnio skei¢iaus matmeny hiperplokstuma.
TF antigradiento ortogonali projekcija 1 ta hiperplokStuma yra nusileidimo kryptis
ir sudaro maziausia kampa 18 visy leistinyjy krypciy kampy su antigradientu.

ApraSysime projektavimo operatoriy.
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Gradiento projekciju (leistinyjy krypciy) metodas.

Tiesiniai apribojimai yra Sio pavidalo:

a,x,+a x +b =0, i=1,..,m,

a,x,+a, x +b=0 i=m+l1,.. m+m,.

[veskime matrica 4(X), kurios elementai yra aktyviy apribojimy koeficientai a,. Tai

koeficientai ty apribojimy, kurie taSke X lygus nuliui. Tada projektavimo
operatorius yra

P(X)=1-A4(X)(4(x)4(Xx)") " 4(x).

177



Gradiento projekciju metodo iteracinio proceso schema.

) X =X oS,
kur

o, =arg min f(X,+aS,),

0<as<sd

V/(x
[Vrix

S, =- P'(X,).

« Zingsnio daugiklio apribojimas 0 < o, < d nurodo, kiek galima nueiti kryptimi S,, iki

bus prieitas naujas aktyvus apribojimas.
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Gradiento projekciju (leistinyjy krypciy) metodas.

min(xf + (x2 + 3)2)
(
—9x, —12x,+36 =0
X, +x,+220
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Globalusis optimizavimas. Daugiaekstremiai uzdaviniai

* Praktikoje susiduriama su globaliojo optimizavimo uzdaviniais, kai lokialiyju
minimumy yra ne vienas. Jy skai€ius gali buti didZiulis.

f(x,,x,) =20+ x: + x; — 10cos(2mx,) — 10cos (2T x,).




Paprasciausia atsitiktiné paieSka

Tai yra pasyvus metodas, kai parenkant bandymy taskus neatsizvelgiama | anksciau
atlikty bandymu rezultataus. Leistinojoje srityje parenkami N bandymuy taskai {X |

ir juose apskaiciuojamos TF reikSmes {f(X )}.

Apytiksliu sprendiniu laikoma minimali gautoji TF reikSme¢ ir atitinkamas
minimumo taskas.

min f(X,), X*Narg min f(X,)

I<k<sN l<k<N
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Paprasciausia atsitiktiné paieSka

Metodo sekme priklauso nuo to, kaip parinkdime bandymuy taskas.

Retai kada turime aprioriniy Ziniy apie TF poburi, todél bet kuris leistinosios srities
taSkas laikomas vienodai perspektyviu. Tolkiomis salygomis bandymy taSkus
leistinojoje srityje tikslinga i8déstyti kuo tolugiau.

Tolygiai 1Sdéstyti taskus paptasti tik retais atv., pvz., kai leistinoji sritis — vienmaté
atkarpa, daugiamatis kubas arba gretasienis.

Bendru atveju tolygaus i1Sdéstymo algoritmai sunkaiu realizuojami
> kai matmeny skaicius n > 1;
> kai bandymuy skaicius N # 27;
> kai bandymuy skaicius N reikia didinti nepazeidziant taSky iSdéstymo tolygumo.
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Paprasciausia atsitiktiné paieSka

Taskai iSdéstomi tikimybine prasme tolygiai paprasCiausiu atsitiktinés paieSkos
Monte Karlo metodu, kai bandymy taSky koordinatés — nepriklausomi a.d.,
tolygiai pasiskirste daugiamate¢je leistinojoje srityje.

Kai TF yra tolydi, tokiu metodu priart¢jama prie sprendinio su tikimybe 1.

Nemazindami bendrumo laikysime, kad leistonosios srtities tiiris lygus 1. Tarkime,
X* yra minimumo taskas, U — norimai maZza Sio taSko aplinka, kurios tiris lygus V.

Tikimybe¢, kad per N nepriklausom bandymy i aplinka U nepateks nei vienas taskas
lygi (1-V)". Tikimybé, kad nors vienas i§ N tasky pateks | minimumo aplika lygi
1-(1-V)". Kai N — oo, §i tikimyb¢ artjja prie 1.

Taigi gauta tolydZios funkcijos minimali reikSmé min f(X,) stochastiSkai artéja prie
funkcijos minimumo.
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Paprasciausia atsitiktiné paieSka

* Kai leistinoji sritis yra nesudétingo pavidalo, tada Monte Karlo metodas yra
paprastas skaiCiavimo poziiriu. Vietoje bandymy taskuy koordinaciy pakanka imti
tolygiai pasiskirsCiusius pseudoatsitiktinius skaicius.

« Jei leistinoji sritis yra n-matis gretasienis, aprasomas nelygybémis a, <x, < b, tai

taSko X koordinates generuojamos taip: X, =atr, (bj — aj). Cia ry~ R(O;1).
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LP paieSka

Nagrinésime LP sekas, taikomas vietoje atsitiktiniy skai¢iy Monte Karlo
metoduose, taip pat sprendziant optimizavimo uzdavonius.

Tasky pasiskirstymo tolydumas gali biiti suprantamas jvairiai. Kartais manoma,
kad daugiamaciai taskai tolygiausiai iSdéstomi vadinamaisiais kubiniais tinklieliais.
Taciau optimizavimo algoritmuose naudojant taip iSdéstytus taskus, rezultatas bty
blogesnis negu su atsitiktiniais taSkais.

Kokio pobtidZio taSku iSdéstymo tolygumas reikalingas?

n kintamyju TF teoriSkai priklauso nuo visy n kintamyjy, taCiau praktiniuose
uzdaviniuose juy priklausomumo laipsnis néra vinodas. Bina esminiy kintamuyju,
kuriy jtaka didesné, nei kity.

Tarkime, kad TF 1§ tikryju priklauso nuo & esminiy kintamyjy. Tuomet svarbus ne
bandymo taSky iSdéstymo n-maciame kube, o taSky projekcijy 1 atitinkama k-mate
kubo hiperbriauna tolygumas.
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projekcijos 1 visas galimas jvairias matmeny skaiCiaus kubo hiperbriaunas bty
XQA

Kadangi 1§ anksto neZinome TF strukttiros, turime konstroti taSky sistemas, kuriy
1Sdéstytos tolygiai.

Galima manyti, kad TF labiausiai priklauso nuo bet kurio pavienio kintamojo, nuo

IS anksto patikrinti, kurie kintamieji ar ju gruopés dominuoja, beveik nejmanoma.
bet kurios kintamuyju poros ir t.t.

X1

X]




)
2)
3)

LP seky programiniai generatoriai

Kuriant LP seky programinisu generatorius buvo keliami Sie reikalavimai:
Generuojamy taSky tolygumas turi buiti asimptotiSkai optimalus;

Taskai tari buti i§déstomi tolygiai ne tik kai N — oo, bet ir ka1t N maZzas;
Generuojamy taSky koordinaciy apskaiCiavimo algoritmas turi biiti palyginti
paprastas, kad generatoriausprograminé jranga taskus generuoty mazdaug tiek pat
laiko kaip standartiniai pseudoatsitiktiniy skai¢iy generatoriai.

Pirmasis reikalavimas LP sekoms tenkinamas automatiskai. Turéta sunkumy tik su
antruoju ir treCiuoju reikalavimais. Sukurtieji LP generatoriai, esant maZiems N,
taSkus iSdésto tolygiausiai, kai N =2" — 1.
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LP sekos daugiamaciame vienetiniame kube generavimo algoritmas

n-maciy LP sekos tasky koordinates pazymekime { X}, X. = (x.,...,x, ), i=1,..., N.

i’ "
Tasko numerj uzraSykime kaip dvejetainj skaiCiy: i =e e ... ee,.

LP tasky koordinatés randamos atlikus tokia operacija:

m
X, = XOR (ek ij)
k=1

Dydziai V, imami 1S lenteliy. Lentaliy apimtis yra 1 <5 <20, 1 <j <51, taigi pagal
jas galima rasti n-macius taSkus X, , kai n <51 ir N < 2?.

Pirmasis taskas visada btina kubo centre, t.y. x, =1, ...,x. =0,5.

mn
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V,-s koeficientai

Desimtainiai skaiciai

Dvejetainial skaicial

1 2 3 4 1 2 3 4

I 1 1 1

L 1 L4 0,1 | 0,01 | 0,001 | 0,0001
| 3 5 T

1 o e 0,1 | 0,11 | 0,101 | 0,1111
1 1 7 11

1 - It 0,1 | 0,01 0,111 |0,1011
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LP, seka (N = 3000)

0.5000

0.5000

0.2500

0.7500

0.7500

0.2500

0.1250

0.6250

0.6250

0.1250

0.3750

0.3750

0.8750

0.8750

0.0625

0.9375

0.5625

0.4375

0.3125

0.1875
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Pastabos

Kai matmeny skai¢ius n > 3, teoriS8kai nejmanoma sukonstruoti tokiy generatoriy
(tiksliau, parinkti tokiuy dydziy Vjs), kad visos galimos pirmyju taskuy projekcijos
bty tolygiai iSdéstytos.

Generatoriy autoriai stengési, kad bent jau pirmosios taSky X, koordinatés buty
1Sdéstytos tolygiai.

Todel dud¢jant koordinates, o kartu ir TF kintamojo numeriui, projekcijy kokybe ir

LP paieskos metodo efektyvumas mazéja. Kai j = 8-10, jo efektyvumas pasidaro
artimas atsitiktinio ie6kojimo metodo efektyvumui.

Vadinasi, LP paiebkos metodo efektyvumas priklauso nuo kintamyju numeravimo
tvarkos ir reikia stengtis, kad pirmieji biity esminiai kintamieji, kuriy jtaka
didziausia.
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Pasyviyju metody efektyvumas

* PaieSkos metody privalumai:

1) TF gali buti bet kokia: daugiaekstremia, su triikiais, be iSvestiniy. Svarbu tik, kad
galétume rasti jos reikSme.

2) Taikant Siuos metodus, pa¢iam metodui sunaudojama labai negaug skai¢iavimo
laiko.

* Jvertinkime N — kiek bandymuy reikéty atlikti, kad iSsprestume uzdavini norimu
tikslumu. Tikimybé p, kad nors vienas i§ N tasky pataikys 1 globaliojo minimumo
tasko aplinka, kurios tiiris lygus V, lygi 1-(1-V)". Taigi

_In(1-p)
N= ln(l—llj)

* Formulé rodo ir treCia privaluma: efektyvumas nepriklauso nuo TF kintamuyju
skaiCiaus n. Ar taip yra 1S tikryju?
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Pasyviyju metody efektyvumas

JZ 0.9 0,95 0,99
4

0,1 22 29 40

0,01 230 299 459
0,005 460 598 919

Norint pasiekti dideli tiksluma (maza V): ir didelg¢ pataikymo tikimybg p, reikia
atlikti ne tiek jau daug bandymu:

Atrodyty nesunku kad ir tikstantj karty apskaiciuoti sudétingoa TF reikSmes. UZtat
su tikimybe 0,99 rastume globaliojo minimumo tasko aplinka, kurios tiiris V sudaro
0,005 dalj viso srities tirio.
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Pasyviyju metody efektyvumas

Deja, daugiamaciu atveju metodas visiSkai naefektyvus, nes tiksluma apibiidina ne
minimumo aplinkos taris V, o tos aplinkos (tarkime, ji daugiamacio rutulio formos)
spindulio ilgis, t. y. tikslumas pagal koordinates.

Kai V =0,001 ir n = 60, paklaida lygi , o kintamojo kitimo intervalo 1lgis lygus 1.

Paradoksas atsiranda dé¢l daugiamates erdveés savybiu, nes joje objekty projekcijos
ir turiai susije kitaip nei esame prateg.
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Kartotiniai nusileidimai

PaprascCiausi euristiniai (intuicija pagristi) globaliojo optimizavimo klasés metodai
sudaryti apibendrinant lokaliyjy metody id¢jas.

Tarkime, leistinosios srities D dalyje D, (tegu tokiy daliy yra m) TF yra unimodali
ir turi minimumo taska M. Tada mums jau Zinomais lokaliojo optimizavimo
metodais 1§ bet kurio pradinio srities D, taSko P, galima rasti atitinkama lokaliojo
minimumo taska M. Srities D dalis D, yra vadinama lokaliojo minimumo tasko M.

traukos sritimi.

Jei turime pradiniy tasky {P } seka, tai globaliojo optimizavimo uzdaviniui iSspresti
pakanka 1Sspresti m lokaliojo optimizavimo uzdaviniy. Deja 1§ anksto neZinomas ne
tik lokaliyju minimumy skai¢ius m, bet ir apskritai ar uzdavinys yra vieno, ar
daugelio ekstremumuy.
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Kartotiniai nusileidimai

* Vienas paprasciausiy budy — pradinius nusileidimo tasSkus rasti vieny 18 tolygaus
taSky 18déstymo metody.

* Nusileisdami 1§ atsitiktinio arba LP sekos taSko 1 artimiausia lokalyji minimuma,
tarsi patiksliname netiksly pasyvios paieskos sprendin;.

* Tokie metodai yra neracionaliis — 1§ daugelio pradiniy taSky kartais leidziamés | ta
pati lokalyji minimuma, o globalyji galima ir praleisti. Tod¢l taitkomos ivairios
pradiniy tasky atrinkimo taisykles, leidZziamasi lygiagreciai 1§ daugelios pradiniy
tasSky, o veliau blogesni 18 jy atmetami.
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)
2)
3)
4)

Atsitiktiné paieSka klasterizavimo budu

Algoritmas pagristas daugamates statistikos pricediira — klasterine analize, kuri tiria
taSky daugiametéje erdvéje grupavima | vadinamuosiuis klasterius.

Analizuojant atstumus tarp taSky nustatomos taSky sutankéjimo sritys, klasteriy
centrai, ir taskai priskiriami kuriam nors klasteriui.

Atsitiktinés paieSkos klasterizavimo biidu algoritma sudaro Sie etapai:
Pradiniy taSku parinkimas;

Lokalioji paieska;

Klasteriy radimas;

Pradiniy tasky skai¢iaus mazinimas.

Po ketvirtojo etapo, jei uzdavinys dar neiSsprestas, vel griztama i antraji etapa.
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Atsitiktiné paieSka klasterizavimo budu

Per pimajj etapa leistinojoje srityje tolygiai parenkamas tam tikras pradiniy
atsitiktiniy taSky skaicius.

Per antrajj etapa vienu 1S lokaliyju metodu 1§ visy pradiniy tasSky leidZiamasi 1
lokaliuosius minimumus. Gautas apytikslis sprendinys yra pradinis taskas
tolimiems Zingsniams.

Per trecigjj etapa analizuopjami nauji taskai. Jei tasSkai sudaro klaster;, sp€jama,
kad jie yra 1S to paites lokaliojo minimumo traukos srities. Taigi 1§ juy visu leistis
toliau neracionalu.

Per ketvirtgji etapa taskuy skaiCius palaipsniui mazinamas, taCiau patikimumui
padidinti klasteryje paliekama daugiau nei vienas tolesnio nusileidimo taSkas.

Siuo metodu randami ne tik globalieji, bet ir lokalieji minimumai, o tai daznai
domina specialistus.
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Klasteriné analizé

Taikydami KA, nustatome objekty panaSuma ir suskirstome juos 1 klasterius .

Klasteris — panasiy objekty grupe.

Klasterinés analizes tikslas — suskirstyti objektus taip, kad skirtumai klastriy viduje
buty kuo mazesni, o tarp klasteriy — kuo didesni.

Skirstydami objektus 1 klasterius daZniausiai mezinome, kiek klasteriy realiai
egzistuoja.
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Klasteriné analizés etapai

1. Pasirinkti klasterizuojamus objektus.

2. Nuspresti, pagal kokius poZymius klasterizuojame.

3. Pasirinkti objekty panaSumo mata.

4. Vienu ar kitu metodu suskirstyti objektus 1 klasterius.

5. Perziiiréti gautus rezultatus.
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1)
2)
3)
4)

Objekty panaSumo matai (metriniai atstumo matai)

Daugelis metriniy atstumo maty yra metrikos.

Metrika — tai skaitiné neneigiama dvieju objekty X ir ¥ funkcija d(X,Y), tenkinanti
salygas:

SimetriSkumo: d(X,Y) = d(Y,X).

Trikampio nelygybés: d(X,Y) < d(X,Z) + d(Z,Y).
Netapaciy objekty atskiriamumo: jei X # Y, tai d(X,Y) # 0.
Tapaciuy objekty neatskiriamumo: jei d(X,Y) =0, ta1 X =Y.
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Metriniai atstumo matai

Atstumas

d(X,Y)

Euklido

Euklido atstumo kvadratas

Minkovskio

Manheteno (blokinis)

Cebysovo

Mahalanobio atstumo
kvadratas

(x-v) v ' (x-7),

Vij :% — (xi_x)(yi_y)

V — vektoriy kovariaciné matrica
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Klasterinés analizés metody klasifikacija

Skirtamos dvi pagrindinés KA metody klasés — hierarchiniai ir nehierarchiniai
metodai.

Hierarchiniy metody rezultatai nusako klasteriy tarpusavio hierarchija. Taikydami
hierarchinius metodus, nustatome bendra visy klasteriy tarpusavio priklausomybiy
struktiirg ir tik po to sprendZiame, koks klasteriy skaicius yra optimalus.

Hierarchiniai metodai skirstomi | jungimo ir skaidymo metodus. Jungimo metodai
smulkius klasterius jungia vis 1 stambesnius, kol galu gale lieka vienas. Skaidymo
metodai yra jungimo metody prieSingybé: vienintelis klasteris nuosekliai skaidomas

Nehierarchiniai metodai paprastai taikomi tada, kai 1S anksto Zinomas (arba
pasirenkamas) klasteriy skaicius ir norima tiriamus objektus klasterizuoti.
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)
2)

3)

4)

Jungimo metodai

Hierarchiniy jungimo metody strategija galima apibreézti taip:
Turime N klasteriy po 1 objekta ir simetring atstumy matrica D.

Pagal atstumy matrica nustatome du klasterius, tarp kuriy atstumas yra maziausias.
Tarkime, kad tai klasteriai U ir V.

Sujungiame klasterius U ir V. Nauja klaster] pavadiname [UV]. Tada atstumy
matricg pakei¢iame taip: a) iSbraukiame stulpelius ir eilutes, atitinkancius klasterius
U ir V; b) pridedame eilute ir stulpel; su atstumais tarp [ UV] ir likusiyju klasteriy.
Kartojame 2 ir 3 Zingsnius (N-1) karta. Procesa baigiame, kai visi objektai yra
viename klasteryje.

Tyréjas pats sprendzia, kuriuo etapu objekty paskirstymas 1 klasterius yra
optimalus.

Daznai optimalus klasteriy skai¢ius randamas matematiSkai — parenkamas
skaidymo kokybés funkcionalas ir Ziurima, kuriuo hierarchinés klasterizacijos
etapu jis minimalus. SKF pavyzdys gali biiti objekty atstumy iki klasteriy centry
sumos.
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Klasteriy panaSumo matai ir jungimo metodai

Atstumas d(U,V)
Vienetinés jungties d(U,V)= min d(X,Y))
(artimiausio kaimyno) Y€ ¥,er
Pilnosios jungties d(U, V)= max d(X,7Y)
(tolimiausio kaimyno) XEU, ¥,er
Vidutinés jungties d(U,7) = nVXZE:U YZE:Vd (X..7))
Centry d(U,V)=d(U,V)

u-Vv
Vordo d(U,V)= H

4 —

Ny Ny
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Klasteriy panaSumo matai ir jungimo metodai

Jungimo metodas, kai atstumas tarp klasteriy yra vienetinés jungties, vadinamas

vienetings jungties metodu ir t.t.:

Pavyzdys. Zinomas 5 automobiliy galingumas (a.j.) ir kiek jie sunaudoja benzino
100 km. Siuos automobilius norima suskirstyti | klasterius (vienetinés jungties
metodu ir Vordo metodu). Automobiliy skirtumams jvertinti naudosime Euklido

atstumo kvadrata.

Automobilis | Galingumas | Degalai
1 | Renault 95 8
2 | Audi 92 8
3 | Subaru 95 10
4 | Kia 94 6
5 | Opel 93 5
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Klasteriy panaSumo matai ir jungimo metodai

Koks metodas yra geriausias?

VienareikSmisko atsakymo néra: klasterius apibudina daug charakteristiky:
pozymiy vektoriy skaida nuo klasterio centro, forma ir t.t. Neturint iSankstinés
informacijos apie nagrin¢jamy duomeny struktiiras, gautus rezultatus lyginti sunku.
Todel objekty klasterizavimui rekomenduojama taikyti keleta klasterizavimo
metody.

Tikslumo taisykle. Sprendziant klasterizavimo uzdavinius, visados pravartu Zinoti
atsakyma.
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Klasterizavimo metoduy savybés

Centry metody klasterizavimo eigoje atstumai tarp klasteriy daznai mazéja, nors 18
tiesy jungiami vis maZiau ir maziau panasus klasteriai (tai ne pranasumas!).

Taikant Vordo metoda gaunama daug mazy klasteriy.

Vordo metodo rezultatams labai didele jtaka daro objektai su pozymiy i8skirtimis.
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Genetiniai algoritmai, evoliucinés strategijos

Sie euristiniai metodai mégdZioja biologing evoliucija ir natiiralia atranka.

Naudojama adaptyvi paieskos procediira, besiremianti kandidaty | sprendinio taska
populiacija.

Kiekvienoje iteracijoje atmetami prasciausi kandidatai | optimaly sprendini. Geriau
prisitaike kandidatai «kryzminami» su kitais sukeiCiant ju komponentes. Taip
gaunama nauja kandidaty karta. Galimos ir «mutacijos» - neZymis kai kuriy
kandidaty komponenciy pakeitimai.

Nuoseklts kryminimai 1§ mutacijos sukuria naujus sprendinius, kurie palaipsniai
artéja globaliojo optimumo link.

Jvairiuose metoduose naudojamos jvairios kryZminimo, mutacijos ir kandidaty
atmetimo taisyklés. Pradiné populiacijos aibé susideda 1§ N tasky, kuriose TF
reikSmeés Zinomos. Toliau vykdomas sutraukimo procesas, artinantis taSkus link

globaliojo optimumo aplinkos.
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Dy

2)

3)

4)

Valdomos atsitiktinés paieSkos algoritmas (Price, 1978)

Generuojame prading populiacijos aibg S = {X}, 1 = 1,..,N. Taskai leistinojoje
srityje  generuojami  pagal tolygy skirstinl. Randamos reikSmés {f(X)}.

Pageidautina, kad N >> n, kur n — TF kintamyjy skaiCius. Populiacijos karty
skaitykliui £ suteikime nuling reikSme, £ = 0.

Randame blogiausia ir geriausiq aibés S taSkus; X ir X , atitinkanCius f 1ir f

min max

1

Jei sustojimo salyga (f — f < ¢) patenkinta, sustojame.

Atsitiktinai parenkame (tai buty selekcija) n+1 taskq 18 S: {Y}, 1 =1 ,., ntl.
=2C-Y . Cia C yra tasky

{Y } svorio centras (skai¢iuojamas kaip tasky {¥ }, 1=1,..., n aritmetimis vidurkis).

Generuojame nauja taSka (tai biity mutacija): X

new

Jei X nepriklauso leistinajai sriCiai, kartojame trecia Zingsnj; prieSingu atveju

new

randame X ). Jei X )>AX ), taip pat kartojame treiq Zingsny.

Kei¢iame aibe¢ S ir padidine generacijy skaitiklio reikSme k& = k+1 griztame | antra
Zingsnj.

S=8 U X0 M )
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Atkaitinimo modeliavimo metodas

Simulated annealing (Kirkpatrick, 1983)

Metodas grindZziamas analogija tarp ikaitinto metalo atvésimo proceso ir
minimizavimo metodo.

Atkaitinimas pagristas faktu, kad ikaitintas metalasvésdamas ir stingdamas jgauna
kristalines minimalios energijos struktiiras. Jei auSinimas pakankamai l¢tas, metalo
atomai suformuoja struktiira, kurios energija globaliai minimali.
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Temperature "C

30+

Atkaitinimo modeliavimo metodas

Time
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Atkaitinimo modeliavimo metodo algoritmas

Algoritmas susideda 1§ dviejy cikly

Vidiniame cikle generuojamas atsitiktinis taSkas, kurio skirstinio tankis didziausias
aplink geriausia vidiniame cikle surasta taska (rekorda). Jei naujame taske TF
reikSm¢e maziausia i$ surasty, jis pakeicia ankstesnj rekorda.

Su tikimybe, kuri maz¢ja «Salant», geriausias 1§ vidiniame cikle surasty tasky gali
biiti kei¢iamas blogesniu (taip vykdoma globalesné¢ paieska).

[Soriniame cikle mazinama temperattra ir tasky skirstinio dispersija. Tod¢l paiesSka
darosi vis lokalesné.
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Atkaitinimo modeliavimo metodo algoritmo schema.

1 Zingsnis.

Nustatomas pradinis taSkas (jis kartu ir geriausias taskas, ir rekordas):
Xopt:XO’ Xrek:XO'
Nustatoma pradiné temperatira .
T =T,

opt

Nustatomas pradinis dispersijos parametras d =d. .

Nustatomas dispersijos parametro mazinimo koeficientas 3: 0 <3 < 1.

Nustatomas temperatiiros mazinimo koeficientas a: 0 <o < 1.

Nustatomas leistinas nesekmingy bandymuy pagerinti rekorda skaicius, k.

Nustatoma galutin¢ temperatiira, T’ wat”
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Atkaitinimo modeliavimo metodo algoritmo schema.
2 zingsnis.

Atsitiktinai generuojamas naujas taskas:

X=X,+dZ.

Cia Z — atsitiktinis tagkas (vektorius su nuliniu vidurkiu) .

XV =x+dr, r~R[-1;1]

1

Jei f(X) < f(Xopt), tai kei¢iamas geriausias taskas: X opt — X.

Jei flX) <X ), tai eiti { 4 Zingsni; prieSingu atveju su tikimybe

_f(X)_f<Xrek)
P =min\l, e !

eiti | 4 Zingsnj ir nauju rekordu laikyti blogesnij taska: X , = X.
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Atkaitinimo modeliavimo metodo algoritmo schema.
2 zingsnis. Metropolio sglyga

Acceptance Probability (P, )
—
N
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Atkaitinimo modeliavimo metodo algoritmo schema.
3-6 zingsniai.

« 3 zingsnis. Vidinio ciklo baigimo salyga: jei j(Xopt) nebuvo pagerintas per k TF

skaiCiavimy, eiti | 5 Zingsni.
* 4zingsnis. Su X =X eiti | 2 Zingsni.
o Sizingsnis. Jei T<T wal? bagiti algoritmo darba, o minimumo aproksimacija laikyti

taska Xopt.

« 6 Zingsnis. Nustatyti X = Xopl, T'=aT,d=pdireiti 12 Zingsni.

Pastaba. Atkaitinimo modeliavimo metodas retai jstringa lokaliojo minimumo taSke.
Sis metodas issiskiria galimybe atsisakyti pasiekto lokalaus rekordo ir pereiti |
blogesnj taskq. 217



Globaliojo optimizavimo metody testavimas. Standartinés testinés funkcijos

* Daugelio GO metody prielaidy bei efektyvumo teoriSkai daZniausiai nejmanoma
patikrinti. Todél ju kokybé yra vertinama eksperimentiSkai — sprendziant
uzdavinius.

* Paprastai metodams jvertinti kuriamos specialios testinés funkcijos.
> Kupranugario funkcija;

> Rastrigino funkicija;

A\

Himelblau funkcija;
> Branino funkcija;

> Branino ir Hu funkcija;

A\

Goldsteino-Praiso funkcija.
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Standartinés testinés funkcijos

* Kupranugario funkcija

6

X
flx,, x,)=2x: — 1,05x, + €1+ X, X, + X

T ke unnp Cam el Funchon
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Testinial uzdaviniai

* Tiriant globaliuosius optimizavimo metodus kaip testin¢ funkcija daznai naudojama
daugiaekstremé Rastrigino funkcija:

f(X)=10n + Z (x; — 10cos(2myx,)), X €R".

i=1
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Rastrigino funkcija

Dviejy kintamyjy Rastrigino funkcija:

f(x,,x,) =20+ x: + x; — 10cos(2mx,) — 10cos (2T x,).
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Testiniai uzdaviniai globaliesiems metodams

Himelblau funkcija:

f(xl,xz) = (xf + X, — 11)2 + (xl + xi_ 7>2-

200
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Testiniai uzdaviniai globaliesiems metodams

* Branino funkcija:

1
fBR(X)=4x12 -2.le +§xlﬁ + X, X, —4x22 +4x§,

~5<x;<5, i=1,2.

Funkcija turi tris poras tarpusavyje lygiy lokaliyjy minimumy, kuriy
reikSmes yra f; =-1,0316285; f, =-0,2154 ir f3=2,1042.

Globalusis minimumas pasiekiamas dviejuose taskuose:
(0,08983; —0,7126) ir (—0,08983; 0,7126).
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Testiniai uzdaviniai globaliesiems metodams

Branino funkcijos lygio linijos:

I
|

|
R e e
I
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Testiniai uzdaviniai globaliesiems metodams

* Branino ir Hu funkcija:

5,1 5
fa(X)=(x, —w—le2 +— X —6)2 . IO[I—L]cosxl +10,
/4 87

Globalusis minimumas, lygus 0,398 , pasiekiamas trijuose taskuose:
(-3,142; 12,275), (3,142; 2.275) ir (9,425; 2,425).
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Testiniai uzdaviniai globaliesiems metodams

Goldsteino-Praiso funkcija:

Jep(X) =
=[1+(x; —x, +1)2(19—14x1 +3I12 —14x,5 + 6x7x, + 3x§)] X
x[30+(2x; —3x,)* (18 = 32x, +12x{ +48x, —36x,x, +27x3)],
—2<x; <2, i=1,2.

Globalusis minimumas, lygus 3, yra taske (0; -1). Leistinojoje srityje
yra IS viso keturi lokalieji minimumai.
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Testiniai uzdaviniai globaliesiems metodams

Testiniy funkcijy kiirimas GO metodams — sudétingas procesas. Vizulaliai pvertinti
TF savybes imanoma tik jei matmeny skaicius n < 3.

GO uZdavinio sudétingumas priklauso ne tiek nuo lokaliyjy minimumy skaiciaus,
kiek nuo jy 1Ssidéstymo chaotiSkumo.

Galima i$skirti lokalijyjy minimumy struktiras.

Pirmojo lygio minimumai — tai visi lokalieji minimumai.

Antrojo lygio minimumai iSskiriami iSanalizavus pirmojo lygio lokalijyju
minimumy kaimynystés santykius. Kaimynai yra tie lokalieji minimumai, kuriy
traukos zonos lieCiasi. Antrojo lygio minimumai yra tie, kuriy visi kaimynai
didesni.

AnalogiSkai 1§ antrojo lygio iSskiriami trecio lygio lokalieji minimumai ir t.t.

Kuo daugiau lokaliyjy minimumy aukStesniuose lygiuose, tuo sunkesnis darodi
optimizavimo uzdavinys. Tode¢l testinése funkcijuose pageidautina galimybe keisti
lokaliyju minimimy skaiciy jvairiuose lygiose.

Taip galima nustatyti norima testinio uzdavinio sunkuma. 227



Testiniai uzdaviniai globaliesiems metodams

o O o O O o 0O
O O5 00 5 g
o O OO g U 0O
n 8o 0 ob O
a)
| | -
[ | B ]
u w .
c) d)
a) pirmojo lygio lokalieji minimumai;
b) pirmojo lygio kaimyniniy lokaliyjy minimumy struktiira;
c) antrojo lygio lokalieji minimumai;
d) antrojo lygio kaimyniniy lokaliyjy minimumy struktura, pilkas

kvadratas — vienintelis treciojo lygio lokalusis minimumas.
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\4

A\

A\

Tiesiniai matematiniai modeliai

Gamybinéje ir paslaugy teikimo srityse svarbi yra turimuy iStekliy panaudojimo
problema. Siai problemai sékmingai spresti gali buti naudojami jvairus
matematiniai metodai.

Tuo atveju, kai tarp kintamuyju, ir riboty iStekliy bei siekiamuy tiksly kriteriju
nustatomos tiesinés priklausomybes, taikytini tiesinio programavimo uZzdaviniy
sprendimo metodai.

Gamybos planavimo uzdavinys
Transporto uzdavinys
Dietos uzdavinys

Darby paskyrimo uzdavinys
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Tiesiniai matematiniai modeliai

Tiesinio programavimo uZdavinys yra formuluojamas kaip dalinis bendrojo
optimizavimo uzdavinio atvejis, jo iSraiSka yra tokia:

n
z = Z C;X; = max (arba min) — tikslo funkcija
j=1
n
Z a;x, <b, i=1,...,m — pagrindiniai apribojimai ( < , >,
j=1
x.=20, j=1,...,n — neneigiamumo reikalavimas

J

Xj galima interpretuoti kaip gaminamos produkcijos kieki (gamybos planas), b; —

turimy iStekliy kieki; ¢ia i — iStekliy tipas, j — produkcijos riisis.
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Tiesinio programavimo uzdaviniy formos

* Atsizvelgiant | tai, kad
1) TP uzdavinio TF galio reikéti maksimizuoti arba minimizuoti,
2) Pagrindiniuose apribojimuose gali biiti lygybés arba nelygybés (>, <),
3) Visiems arba nevisiems kintamiesiems gali buiti neneigiamumo reikalavimas,

TP uzdavinius galima uzrasyti jvairiomis formomis.

K : maksimizavimo uzdavinys kanonine forma.

max

K  : minimizavimo uzdavinys kanonine forma.

min

S : maksimizavimo uzdavinys standartine forma.

max

S : minimizavimo uzdavinys standartine forma.

min

B__:bendros formos maksimizavimo uzdavinys.

ma

B : bendros formos minimizavimo uzdavinys.

min

BF: bendriausias TP uzdaviniy pavidalas.
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TP maksimizavimo uZdavinys kanonine forma

- K

max

1) TF reikia maksimizuoti;
2) Pagrindiniai apribojimai yra lygybiu pavidalo;

3) Visi kintamieji yra neneigiami.

max(z C,X j) — tikslo funkcija
j=1

n
[Z a;x;=b,, i=1,...,m — pagrindiniai apribojimai
j=1

x; 20, j=1,...,n — papildomi apribojimai
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TP minimizavimo uzdavinys kanonine forma

- K

1) TF reikia minimizuoti;
2) Pagrindiniai apribojimai yra lygybiu pavidalo;

3) Visi kintamieji yra neneigiami.

mzn(z C; X j) — tikslo funkcija
j=1

n
[Z a;x;=b,, i=1,...,m — pagrindiniai apribojimai
j=1

x; 20, j=1,...,n — papildomi apribojimai
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TP maksimizavimo uzZdavinys standartine forma

« S

max

1) TF reikia maksimizuoti;
2) Pagrindiniai apribojimai yra nelygybiy < pavidalo;

3) Visi kintamieji yra neneigiami.

max(z C,X j) — tikslo funkcija

n
[Z a;x;<b, i=1,...,m — pagrindiniai apribojimai

x. =20, j=1,...,n — papildomi apribojimai
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TP minimizavimo uzdavinys standartine forma

1) TF reikia minimizuoti;
2) Pagrindiniai apribojimai yra nelygybiy > pavidalo;

3) Visi kintamieji yra neneigiami.

mzn(z C; X j) — tikslo funkcija

n
[Z a;x;zb, i=1,...,m — pagrindiniai apribojimai

x. =20, j=1,...,n — papildomi apribojimai

235



Bendros formos maksimizavimo uzdavinys

- B

max

1) TF reikia maksimizuoti;
2) Pagrindiniai apribojimai yra lygybiy ir nelygybiu < pavidalo;

3) Kintamieji nebtitinai yra neneigiami.

n
max Z ijj
j=1

e S yraatskiras B atvejis,kaim =mirn = n.
max max 1 1

« K yraatskiras B atvejis, kaim =01irn =n. 236
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Bendros formos minimizavimo uzdavinys

- B

1) TF reikia maksimizuoti;
2) Pagrindiniai apribojimai yra lygybiy ir nelygybiu > pavidalo;

3) Kintamieji nebtitinai yra neneigiami.

n
min Z cjxj
j=1

e S yraatskiras B atvejis, kaim =mirn =n.
min min 1 1

« K __yraatskiras B atvejis, kaim =01irn =n. 237
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Bendriausias TP uzdavinio pavidalas

- B

1) TF reikia maksimizuoti arba minimizuoti;
2) Pagrindiniai apribojimai yra lygybiy ir nelygybiy pavidalo;

3) Kintamieji nebtitinai yra neneigiami.

Zaiij.Zbi, i=m,+1,...,m,

Jj=1

n

Zaijxj: Lo il=my,+1, ... ,m
J=1

\ .

x].ZO, j=1..,n,

X,€R, j=n+1,...,n.
238



)
2)
3)
4)
5)

6)

TP uzdaviniy formy transformacijos

Tarp formy yra rysiai, t. y. nuo vienos formos galima pereiti prie kitos.

Norint pakeisti nelygybés Zenkla, reikia jos abi puses padauginti i§ neigiamo
skaiciaus.

Norint 1§ nelygybés < gauti lygybe, reikia prie nelygybés kairiosios pusés pridéti
neneigiamg papildoma kintamaji.

Norint 1§ nelygybés > gauti lygybe, reikia i§ nelygybés kairiosios pusés atimti
neneigiamg papildoma kintamaji.

Norint 1§ lygybés gauti nelygybe < arba >, reikia lygybe paraSyti kaip dvieju
nelygybiy sistemg ir po to vieng nelygybe padauginti 1§ neigiamo skaiciaus.

Jeigi kintamajam néra neneigiamumo reikalavimo, tai ji galima uzraSyti, kaip
dvieju neneigiamy kintamyjy skirtuma.

Minimizavimo uzdavinj galima suvesti | maksimizavimo (i§ atvirksciai),
pasinaudojus lygybe min z = - max (-z).
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Geometrinis TP uzdaviniy sprendimo metodas

* GeometriSkai galima spresti TP uzdavinius dviem atvejais:

1) n=2.

2) Uzdavinys duotas kanonine forma ir n — » = 2. Cia n — nezinomyju skaicius, r -
lygCiy sistemos rangas.

o Pirmuoju atveju uzdavinys gali buti duotas bet kokiame pavidale. Tarkime, BF

max

2
max chxj
j=1

x,20, jeJcl|l,2 240



Geometrinis TP uzdaviniy sprendimo metodas

ISspresti §1 uzdavini geometriskai, vadinasi, rasti tokj apribojimy srities taska, kurio
koordinatés suteikty TF maksimalig reikSme.

Lygybés a;1 x1 + ajp xp = b; geometrinis vaizdas yra tiesé plokStumoje x1Oxy .
Pvz., 3x1 +4xy=12.
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Geometrinis TP uzdaviniy sprendimo metodas

Nelygybé a;1 x1 + ajp xp < b; (arba a;1 x1 + ajp xp = b; ) geometriSkai reiSkia
pusplokStume, kurios konturas yra ties¢ a;| x| + a;p xo = b; .

PusploksStumei nustatyti parenkamas bet koks taskas, nepriklausantys Siai tiesei. Jei
taSko koordinatés tenkina nelygybe , tau duotoji nelygybé nusako ta pusplokStume,
kurioje yra pasirinktas taskas, o prieSingu atveju — kitg pusplokStume.

Apribojimy sistemos visos nelygybés geometriSkai reiskia pusplokStumiy bendra
dali (sankirta) — apribojimy srit]. Apribojimy sritis gali biiti vieno i§ keturiy
pavidaluy:

begaline neaprézta sritis;

1Skilus daugiakampis;

taskas;

tusScia aibe.
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2)
3)

4)

TP uzdavinio geometrinio sprendimo etapai

1S apribojimy nustatoma apribojimy sritis;
randamu srities kraStiniai taskai;
bréziama atramin¢ tiesé ¢y x1 + ¢» xp = 0 ir nustatoma tikslo funkcijos didéjimo

kryptis, t.y. bréziamas vektorius (c1, ¢9);

randamas optimalus sprendinys ir optimali tikslo funkcijos reikSme.

GeometriSkai sprendZiant tiesinio programavimo uZdavinius, galimi tokie
pagrindiniai atvejai:
optimalus sprendinys vienintelis — atramos ties¢ eina per vieng apribojimy srities
krastin] taska;
optimaliy sprendiniy be galo daug — atraminé tiese eina per du kraStinius taskus;
optimaliy sprendiniy néra, atramine ties¢ — oo - apribojimy sritis neapibrézta;
optimaliy sprendiniy néra ir apribojimy sritis — tuscia aibe, t.y. apribojimy sistema
nesuderinta.
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Modifikuotas Zordano-Gauso metodas tiesiniy lyg¢iy sistemoms spresti

 Tegul duotas TP uzdavinys K forma su pagringiniy apribojimy matrica

(

a,x, +apx, +.. +a,x, = b,
a, x, +a,x, +.. +a,x, = b,
a,x, +apx, +.. +a,x, = b
a,x, +ta,x, +.. +ta,x = b

\

* Tarkime, lyg€iy sistemos rangas yra r.
* Baziniy kintamujy bus 7 ir laisvyju kintamuyjy n—r .
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Modofikuotas Zordano-Gauso metodas tiesiniy lyg¢iy sistemoms spresti

Sprendziant sistemg MGZ metodu, vienoje lygtyje (nebiitinai pirmoje, kaip Gauso
metode) paliekamas narys su xj , panaikinant narius su xi kitose lygtyse, kitoje

lygtyje paliekamas narys su x» , panaikinant narius su x5 kitose lygtyse, ir t.t.

Sistema uzraSoma lentelés pavidalu. [ lentel¢ suraSomi sistemos koeficientai,
laisvieji nariai ir £ — kontrolinis stulpelis.

n
o, = Z a; +b,, i=1,...,m.
j=1

X1 X, X, B p

A 12 1n 391 O
a1 55 2y bz o))
am] ng “ea amn bm Gm
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Modifikuotas Zordano-Gauso metodas tiesiniy lyg¢iy sistemoms spresti

Po to parenkamas nelygus nuliui koeficientas, vietoje kurio norima gauti vieneta.
Jis vadinamas pagrindiniu elementu ir lentel¢je 1SrySkinamas. Vieneta kiekvienoje
eilut¢je (nebiitinai jstrizain¢je) galima gauti ir dalybos bidu.

Toliau panaudodami pagrindini elementa ir sistemos pertvarki, kai sudedama bet

kuri lygtis ir kita lygtis, padauginta i§ nelygaus nuliui skaiciaus, gauname nulius ne
tik zemiau, bet ir aukS¢iau vieneto.

Kiti naujos sistemos elementai, neesantys pagrindinio elemento -eilutéje ir
stulpelyje, gaunami pagal staCiakampio taisykle: jei pagrindinis elementas ajj, tai
naujasis elementas a’ij , haujasis laisvasis narys b ’] ir naujasis kontrolinis elementas

o ’] skaiCiuojami taip:

a;a; —a,a, . aijbl — a,jbl. B
ay = , b= , O, =

a; a; a;
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Modifikuotas Zordano-Gauso metodas tiesiniy lyg¢iy sistemoms spresti

[rodymas. Trodysime tik pirmgja lygybe (kitos jrodomos analogiskai). Nagrinékime
pertvarkomos lentelés fragmenta

Xj... Xk B z
dy ik b; Oi
ais Al b Gi

Norint vietoje a; gauti nuli, reikia i-tgjq eilute padauginti 18 (- a; / a; ) ir gautus rezultatus pridéti
prie /-tosios eilutés. Tuomet vietoje a; bus

247



)
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3)
4)

Modifikuotas Zordano-Gauso metodas tiesiniy lyg¢iy sistemoms spresti

Sprendziant tiesiniy lygéiy sistema modifikuotu Gauso ir Zordano nuo vienos
lentelés (sistemos) prie kitos pereinama pagal Sias taisykles:

Tarp koeficienty prie nezinomuyjy parenkamas bet kuris nelygus nuliui elementas,
vadinamas pagrindiniu (vedanciuoju) elementu, ajj # 0. Eilute, kurioje yra

vedantysis elementas, vadinama vedanciaja eilute, o stulpelis — vedanciuoju
stulpeliu.

Vedanciosios eilutés elementus daliname 1§ vedanciojo elemento ir uZraSome
naujoje lenteléje. Vedanciojo stulpelio vietoje naujoje lenteléje raSome nulius.

Visus kitus naujos lentelés elementus skai¢iuojame pagal staciakampio taisykle

Apskai¢iuojami naujos lentelés kontrolés stulpelio X elementai:

n
O, = Zaij +b, i=1,...,m.
j=1
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Zordano-Gauso metodas tiesiniy lygé¢iy sistemoms spresti

SkaiCiavimai bus atlikti teisingai, jeigu elementai, apskaiciuoti pagal staciakampio
taisykle, sutampa su gautais sudedant eilutés elementus.

Toliau naujoje lentel¢je vedant; elementa parenkame iS kitos eilutés ir pagal
nurodytas keturias taisykles pereiname prie sekancios lentelés ir t.t. , kol vedantysis
elementas bus parinktas kiekvienoje eilut¢je, arba gausime, kad sistema nesuderinta
(neturi sprendinio). Sistemos nesuderinamumo pozymis — tokio pavidalo eilute:

00..0b 0, (b#0).

Cia uzrasyti nuliai reiSkia nezinomyjy nulinius koeficientus, o b, reiskia lygties

laisvojo nario nenuling reikSme. Pilnai nuling eilute iS lentelés paSaliname.
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Zordano-Gauso metodas tiesiniy lygé¢iy sistemoms spresti

2x, —x,—x, =5

3x,—2x,+x, =4

X, —x,—3x;, =4
X1 X2 X3 B =
2 -1 -1 5 5
3 2 1 4 6
1 -1 3 4 1
0 1 5 3 3
0 1 10 -8 3
1 -1 3 4 1
0 1 5 3 3
0 0 | 5 0
1 0 2 1 4
0 1 0 2 3
0 0 1 -1 0
1 0 0 3 4 -




Zordano-Gauso metodas tiesiniy lygé¢iy sistemoms spresti

2x,+x,+3x; =13
X, —x,—2xy;, =-7
3x,+3x,—x; =6
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Zordano-Gauso metodas tiesiniy lygé¢iy sistemoms spresti

2x,+x,+3x, =13

X, — X, = 2x, =-—

3x,+3x,—x; =6
X1 X X3 B z
2 1 3 13 19
1 -1 -2 -7 -9
3 3 -1 6 11
0 3 7 27 37
1 -1 -2 -7 -9
0 6 5 27 38
0 1 7/3 9 37/3
1 0 1/3 2 10/3
0 0 9 -27 -36
0 1 0 2 3
1 0 0 1 1
0 0 1 3 4

Taig1 lygciy sistemos sprendinys yra (1; 2; 3).
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NeapibréZtyjy sistemy sprendimas modifikuotu Gauso ir Zordano metodu

* SprendZiant bendrajq tiesiniy lygciu sistema, kurios lyg€iu skai¢ius nebiitinai lygus
nezinomyjy skaiciui,
[

a,x, +a,x, +.. +a,x, = b,
a,x, +apx, +.. +a,x, = b,
a,x, +aypx, +.. +a.x, = b
a,x, +a,x, +.. +ta x = b

galima sudaryti dvi matricas: sistemos koeficienty matrica A4 ir iSplésting matrica A".

dy dyp ... 4y . dp a, b,
- I
A=|ay ayn ... ay|, A'=[ay Gy ... Gy b
a, da, ... a, a, a, .. a b

* ISpléstines matricos rangas lygus 7(A4) arba r(4) + 1.
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NeapibréZtyjy sistemy sprendimas modifikuotu Gauso ir Zordano metodu

* Kronekerio ir Kapelio teorema. Tiesiniy lygCiy sistema suderinta tada ir tik tada,
kada iSplestinés matricos rangas lygus sistemos matricos rangui: »(4') = r(4) =r.

* Sios teoremos salyga galima patikrinti ir neieskant matricy A4 ir A' rangy.

* Jei i§sprendus sistema MGZ metodu negaunama eiluté

00..0b 0, (b#0).

tai sistema yra suderinta, o matricos ir iSpléstinés matricos rangas » lygus nenuliniy
eiluciy, esanciy paskutin¢je lentel¢je skaiciui.

* Jet r = n (rangas lygus sistemos nezinomuyjuy skaiciui), tai lyg€iy sistema turi
vienintelj sprendinj.

* Jei r <n, tai sistema turi be galo daug sprendiniy (yra neapibréztoji).
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NeapibréZtyjy sistemy sprendimas modifikuotu Gauso ir Zordano metodu

x, +x, +x; +x, +x 6
2x, —x, +2x, 0
3x, +x, —x3 —x, +3x; =2
X1 X2 X3 X4 Xs B z
1 1 1 6 11
2 -1 0 2 0 0 3
3 1 -1 -1 3 2 7
2 0 2 2 2 4 4
5 0 -1 1 3 2 10
3 1 -1 -1 3 2 7
-12 0 4 0 -8 0 -16
5 0 -1 1 3 2 10
8 1 -2 0 6 4 17
3 0 1 0 2 0 -4
2 0 0 1 1 2 6
2 1 0 0 2 4 9

255



NeapibréZtyjy sistemy sprendimas modifikuotu Gauso ir Zordano metodu

IS paskutinés lentelés matome, kad lyg€iu sistemos rangas lygus 3 ir tiek
nezinomyjy galima iSreiksti likusiais dviem nezinomaisiais:

r

Xy = 3 x, + 2 xs
X, = 2 —2x, — X
x,= 4 —2x, —2x

\

Nezinomieji x| ir x5 gali 1gyti bet kurias realigsias reikSmes, todél jie vadinami
laisvaisiais nezinomaisiais, o likusieji x9 , x3 , x4 — baziniais.
Kadangi laisvieji neZinomieji gali igyti bet kurias reikSmes, tai tokia sistema turi be

galo daug sprendiniy. Taciau 1S ju visy ypac svarbis vadinamieji baziniai
sprendiniai, gaunami laisviesiems nezinomiesiems suteikus nulines reikSmes.

Jei §10 pavyzdzio laisvieji nezinomieji x| ir x5 lygus nuliui, tai baziniy nezinomyjy

reikSmeés: xp =4, x3 = 0, x4 = 2. Taigi pirmasis bazinis sprendinys — (0, 4, 0, 2, 0).
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NeapibréZtyjy sistemy sprendimas modifikuotu Gauso ir Zordano metodu

Norint gauti kita bazini sprendini, reikia parinkti pagrindini elementa paskutinés
lentelés pirmajame arba penktajame (t.y. laisvyjy neZinomyjy) stulpelyje.
Parinke vieneta penktajame stulpelyje, gausime tokia lentelg:

X1 X X3 X4 Xs B p2

0 2 0 4 8
2 0 1 1 2 6
-2 1 -2 0 0 -3

IS Sios lentelés matome, kad laisvieji nezinomieji - x1 ir x4 ; baziniai nezinomieji -
X7 , X3, X5, antrasis bazinis sprendinys — (0, 0, 4, 0, 2).

Siame pavyzdyje gali biti 10 laisvyjy nezinomujy pory. Todé¢l daugiausia galima
gauti 10 baziniy sprendiniy. Bendruoju atveju, kai lygCiy sistemos neZinomuyju
skai¢ius n, o jos rangas r, baziniy sprendiniy skaicius nevirsija dydzio

r n!
€= rl(n—r)!
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2)

Neneigiamieji baziniai sprendiniai

Praktiniams lygCiu sistemy taitkymams svarbiis neneigiamieji baziniai
sprendiniai, t.y. tokie baziniai sprendiniai, kuriy kiekvieno nezinomo reikSme yra
neneigiama.

Neneigiamieji baziniai sprendiniai ieSkomi taip:

lygtys, kuriy laisvieji nariai yra neigiami, dauginamos 1S (-1), nes laisvyju nariy
stulpelio B elementai turi biiti neneigiami;

pagrindiniu elementu renkamas tik teigiamas skaicius. Jei j-tajame stulpelyje yra
keli teigiami skaiciai ajj, tai jiems sudaromi santykiai b; / ajj ir pagrindiniu

elementu renkamas maziausio santykio vardiklis.

Taip parinkus pagrindini elementa ir pertvarkant sistema MGZ metodu, laisvujy
nariy stulpelyje gaunami tik neneigiami skaiCiai. Jei stulpelyje néra teigiamy
skaiCiy, tai pagrindinis elementas tokiame stulpelyje nerenkamas.

Kitus neneigiamus bazinius sprendinius gauname ta pacia per¢jimo tvarka.
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Neneigiamieji baziniai sprendiniai

Rasime tiesiniy lygc€iy sistemos

f

x, +2x, +3x; —4x, +x5 =-2
3x, +x, +4x; +2x, —3x; =5
\ +2x, —3x; —x, +2x; =-3

du neneigiamuosius bazinius sprendinius.
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Neneigiamieji baziniai sprendiniai

Stulpelio B elementai turi biiti neneigiami skaiciai, todel pirmoji lentele atrodo taip:

X1 X3 X3 X4 Xs B p2
-1 2 -3 4 -1 2 -1
3 N 4 2 -3 5 12
0 2 3 1 2 3 3

Pagrindiniy elementu parenkame vienintelj
Gauname tokia lentele:

antrojo stulpelio teigiama skaiciy 1.

X1 X3 X3 X4 Xz B X
5 0 5 8 -7 12 23
3 1 4 2 -3 5 12
6 o IR s -8 13 27
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Neneigiamieji baziniai sprendiniai

* Sios lentelés tre¢iajame stulpelyje yra trys teigiami skaiiai, todél sudarome tris

santykius:

12 5 13
- —=125; — ~1,18.
4 23, 11 18

* Pagrindinis elementas — maZziausio santykio vardiklis 11. Gauname nauja lentelg:

X1 X2 X3 X4 Xs B )
25/11 0 0 - -37/11 67/11 118/11
9/11 1 0 2/11 -1/11 3/11 24/11
6/11 0 1 5/11 -8/11 13/11 27/11
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Neneigiamieji baziniai sprendiniai

* Sioje lenteléje pagrindiniu imame ketvirtojo stulpelio elementg 63/11, nes §is
skaiCius yra mazesnio santykio

67/11 _ 3/11 13/11

631~ 0% o T S T A0
vardiklis. Skai¢iuodami uZpildome lentele:
X1 X2 X3 X4 X; B =
25/63 0 0 1 -37/63 | 67/63 118/63
47/63 1 0 0 1/63 5/63 116/63
23/63 0 1 0 -29/63 | 44/63 101/11
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Neneigiamieji baziniai sprendiniai

IS Sios lentelés uzraSome pirma neneigiamaji bazinj sprendini:

x,=0; x,=

5

63’

X,

_ 4
63’

X4

_ o7,
63’

x;=0.

Norédami gauti antra neneigiamaji bazini sprendini, pagrindiniu elementu
parinkime 1/63. Tuomet gausime tokia lentele:

X1 X3 X3 X4 Xs B z
28 37 0 1 0 4 70
47 63 0 0 1 5 116
22 29 1 0 0 3 55

Antras neneigiamas sprendinys bus toks:

x,=0;, x,=0; x;=3; x,=4,; x,=35.

Norédami dar gauti treCia neneigiamgji bazini sprendini, turétume pagrindiniu
elementu parinkti 47 arba 63.
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Neneigiamieji baziniai sprendiniai

* Rasime tiesiniy lygciy sistemos

(

X, —2x, +x, =-3
3x, —x, —2x, =
2x, +x, —2x; —x =4
| X +3x, —2x; —2x, =17

visus bazinius sprendinius ir visus neneigiamus bazinius sprendinius.
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Simplekso metodas

Kai tiesinio programavimo uZzdavinio kintamuyju skaiius yra didelis, grafinio
sprendimo metoda taikyti negalime.

Tokiy uzdaviniy sprendimui taikomas analitinis sprendimo metodas.

Analitinio tiesinio programavimo uzdavinio sprendimo idé¢ja yra tokia pati kaip ir
grafinio: nuosekliai perziarimos leistiny sprendiniy srities virSunés, vienoje 18
kuriy randamas optimalus sprendinys.

Tiesinio programavimo uzdaviniy analitiniam sprendimui buvo sukurtas specialus
kryptingo virStniy perzitr¢jimo algoritmas. Pagal §i algoritma perzituros metu nuo
vienos virSiinés iki kitos einama tokia kryptimi, kuria tikslo funkcijos reikSme
art€ja prie optimalios.

Analitinis tiesinio programavimo uZdaviniy sprendimo metodas vadinamas
simplekso metodu.
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Simplekso metodas

Simpleksas yra geometrin¢ savoka, kuria apibiidinamas paprasCiausias tam tikro
matavimy skaiciaus daugiasienis.

Kiino simpleksu n-matéje erdveéje vadinama n+1 jo virStniy aibé. Pavyzdziui,
plokStumoje, simpleksas bus trys trikampio virSiines, trimatéje erdvéje — keturios
keturbriaunio virSuneés, ir t.t.

Peréjimas nuo vienos virSiings prie kitos vadinamas iteracija.
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Simplekso metodas

* Simplekso metoda galima taikyti, kai patenkintos Sios 3 salygos:

1) Uzdavinys duotas forma K .

X
2) Apribojimy sistemos laisvieji nariai yra neneigiami.

3) Zinomas aprobojimy sistemos neneigiamas bazinis sprendinys.

max(z C,Xx j) — tikslo funkcija

n
[Z a;x,=b,, i=1,...,m — pagrindiniai apribojimai

x.=20, j=1,...,n — papildomi apribojimai
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Simplekso metodas

Laikykime, kad lygCiy sistemos rangas yra rir x , ..., x — baziniai kintamieji.

Tuomet i§ pagrindiniy apribojimuy bazinius kintamuosius iSreiSkiame laisvaisiais:

n
Z a;x;, i=1,...,r

j=r+l

TF taip pat iSreiSkiame laisvaisiais kintamaisiais:

ZIchx Zc b, — Zalkxk—l—Zcx O—Zijj
j=1

k=r+1 j=r+1 j=r+1

Koeficientai y prie laisvyjy kintamyju vadinami laisvyjy kintamyjy jvertinimais.
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Simplekso metodas

Teorema. Je1 K TP uzdavinys turi vienintel] optimaly sprendini, tai jis yra

apribojimy sistemos neneigiamas bazinis sprendinys. Jei optimaliy sprediniy yra be
galo daug, tai vienas 18 ju yra neneigiamas bazinis spredinys (NBS).

I§skant NBS GZ metodu, nuo vieno BS prie kito pereinama netvarkingai.

Simplekso metodo esmé — nuo vieno NBS pereinama prie geresnio NBS, tokio, kuri
atitinkanti TF reikSmeé yra didesné.
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Simplekso metodas

Baziniy kintamyjy ir TF iSraiSkas laisvaisias kintamaisias uZrasome lentelgs,
vadinamos simplekso lentelés pavidalu
cC | .. C |C C cC | 2C
p r r+1 r+2 q n J
BK L, B
X X | X X X X >
o | vt r re1 | re2 q n
X1 C1 b 1 O anw O a"l,r+1 a'1,r+2 a 1q a 1n 0 1
' ' ' ! ' ]
X2 C2 b 2 O ann O a 2,r+1 a 2,r+2 a 2q a 2n O- 2
Xp Cp b o 1 - O a p,r+1 p,r+2 a pq a pn 0 ]
Xr Cr b r O e 1 F et nr+2 a rq a m o r
m+1 - YO O ann O Yr+1 Yr+2 Yq vn 0m+1




Simplekso metodas

Lentelés paskutingje eilutéje (m+1) atsispindi TF 1SraiSka laisvaisias kinatamaisias.

zZ = yO o YI”+1xI”+1 o Yr+2'xr+2 T e T Yq q T oeee T Yn‘xn‘

Koeficientus y lengva gauti 1§ simplekso lentelés stulpeliy.

Y, gauname sudauginus atitinkamus II ir III stulpelio skaicius ir sudedame.

v . gavimui reikia sudauginti atitinkamus II stulpelio ir x  stulpelio elementus,
r+1 rtl

sandaugas sudéti, o po to dar atimti ¢ .

Analogiskai gaunami kiti laisvyjy kintamyjy ivertinimai.

271



Simplekso metodas

* IS uzpildytos lentelés matome ne tik pradini neneigiama bazini yverti (III stulpelis)
ir atitinkamg TF reikSmg vy , bet ir nustatome, ar turimas NBS yra optimalus, ar ji

dar galima pagerinti.

* TF z = YO o Yr—i—l‘xr—kl o YF+2'X}"+2 T e T y(] q T e T Ynx}r
reikSme v~ galima padidinti, jei vietoje kurio nors laisvojo kintamojo X reikSmes
imtume ne nulj, bet teigiama skaiciy su salyga, kad Y, < 0.

« Vadinasi, jei egzistuoja laisvojo kintamojo neigiamas jvertinimas Y, < 0, tai galima

ieSkoti geresnio NBS.
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Simplekso metodas

« Jeigu GZ metodu ieskant NBS, vedanéiuoju stulpeliu galéjome pasirinkti bet kurij,
kuriame tik yra teigiamy elementy, tai simplekso metode, kai ieSkome geresnio
NBS, vedantysis stulpelis turi tenkinti dvi salygas:

Dy <0;
2) stulpelyje egzistuoja bent vienas teigiamas elementas.
« Tegul Sitos abi salygos yra iSpildytos, ir vedantysis elementas yra a'pq . Sekancioje
lenteléje kintamasis X bus bazinis, o X bus laisvasis- pasikeicia dviejy kintamyjuy,

nusakomy vedanciuoju elementu, vaidmenys. Pereiname prie kitos simplekso
lenteleés GZ metodu.
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3)

Simplekso metodas

[ klaisima, kada skai¢iavimus baigti, atsako teorema:

Jeigu egzistuoja bent vienas neigiamas jvertinimas Y, ir atitinkamame stulpelyje yra

bent vienas teigiamas elementas, tai turima NBS galima pagerinti pereinant prie
kitos lentelés.

Jeigu egzistuoja bent vienas neigiamas ivertinimas Y, ir atitinkamame stulpelyje
néra teigiamy elementy, tai uzdavinys optimalaus sprendinio neturi ir max z = co.

Jeigu neegzistuoja neigiamy jvertinimy Y, tai turimas NBS yra optimalus.
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Simplekso metodas

[Snagrinékime tiesinio programavimo uZdavinio sprendimo simplekso metodu
pavyzdi.

Tarkime, reikia nustatyti, koks turi biiti gaminamas 4 rtsiy produkcijos P , P, P, P,
kiekis, jeigu kiekvienai produkcijos ruSiai reikalingi trejopi iStekliai: darbas,
zaliavos, finansai.

IStekliuy kiekis, reikalingas produkcijos vieneto pagaminimui, vadinamas sanaudy

norma. Sanaudy normos ir pelnas, gaunamas uz kiekviena produkcijos vieneta, bei
turimy iStekliy kiekis nurodyti lentelé¢je.

Istekliy Produkcijos riisis Kiekis
rasis P, P, P, P,
Pelnas 60 70 120 130
Darbas 1 1 1 16
Zaliavos 5 4 3 110
Finansai 6 10 13 100
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Simplekso metodas

* Sudarome matematin; modelj.
1) Ivedame nezinomuosius: X = j-osios produkcijos kiekis.

2) UzZraSome apribojimus kintamiesiems:

( X, + x, + x; + x, < 16
6x, +5x, +4x; +3x,<
L4x1 +6x, +10x; +13x,<

x,=20, x,20, x;=0, x,=20.

100

3) Apibréziame tikslo funkcija. Misy optimalumo kriterijus — pelnas, taigi,

60x, + 70x, + 120x; + 130x, — max
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Simplekso metodas

4) UzraSome uzdavinio matematin; modelj.

max (60x, + 70x, + 120x, + 130x,)
X, + x, + X, + x, <16
‘6x, +5x, +4x; +3x,<110
k4x1 +6x, +10x; + 13x,<100

=20, x,20, x;=20, x,20.

f

<
<

* Siuo atveju grafiskai spresti uzdavinio nejmanoma, todél jis bus sprendziamas
analitiniu budu, naudojant simplekso metoda.
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Simplekso metodas

* Pirmiausia pereinama nuo nelygybiy sistemos prie lyg€iy sistemos — jvedami
papildomi kintamieji, kurie yra lygus nepanaudotos iStekliy rasies kiekiui.

max (60 x, + 70x, + 120 x, + 130x,)
(

X, + x, + x; +x, + x5 =16
6x, +5x, +4x, +3x, + X =110
k4x1 +6x, +10x; +13x, +x, =100

x,=z0, x,20, x;=0, x,20, x;=0, x,=0, x,=0.

* Simplekso metoda galima taikyti, kai patenkintos Sios 3 salygos:

1) UZdavinys duotas forma K__ .

X
2) Apribojimy sistemos laisvieji nariai yra neneigiami.

3) Zinomas aprobojimy sistemos neneigiamas bazinis sprendinys.
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Simplekso metodas

Baziniy kintamyjy ir TF iSraiSkas laisvaisias kintamaisias uZrasome lentelgs,
vadinamos simplekso lentelés pavidalu

60 70 | 120 130 380
BK C, B

X, X, X X, S
X0 16 | 1 1 1 1 21
X, 0 10 6 5 4 3 131
X, 0 100 4 6 10 134
m+1 O | -60 -70 | -120 | -130 -380
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Simplekso metodas

max(x, — 6x, —3x;, — 4x,)
,

5x, —x; +2x, =4
16x, +2x, —2x; +3x, =4
4x, —3S5x, + x; =35
| x,20, x,20, x;20, x,=20.
xoptz(l; 0;1,0), =z, =-2.

[max}(6xl +x,+2x,+5x,)

min
r 4 x, —3x, <5
—5x, +x, +2x, <1
X, —3x, +x; +x, =2

\
x,z0, x,20, x;=20, x,20.
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